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Ankündigung. 


Der  prossartige  Aufschwung,  welchen  die  Naturwissenschaften 
in  unserer  Zeit  erfahren  haben,  ist,  wie  allgemein  anerkannt  wird, 
nicht  zum  kleinsten  Masse  durch  die  Ausbildung  und  Verbreitung 
der  Unterrichtsmittel,  der  Experimentah'orlesungen,  Labora- 
torien u.  s.  w.,  bedingt.  Während  aber  durch  die  vorhandenen 
Einrichtungen  zwar  die  Kenntniss  des  gegenwärtigen  Inhaltes  der 
Wissenschaft  auf  das  erfolgreichste  vermittelt  wird,  haben  hoch- 
stehende und  weitblickende  Männer  wiederholt  auf  einen  Mangel 
hinweisen  müssen,  welcher  der  gegenwärtigen  ■  wissenschaftlichen 
Ausbildung  jüngerer  Kräfte  nur  zu  oft  anhaftet.  Es  ist  dies  das 
Fehlen  des  historischen  Sinnes  und  der  Mangel  an 
Kenntniss  jener  grossen  Arbeiten,  auf  welchen  das 
Gebäude  der  Wissenschaft  ruht. 

Diesem  Mangel  soll  durch  die  Herausgabc  der  Klassiker 
der  exakten  Wissenschaften  abgeholfen  werden.  In  handlicher 
Form  und  zu  billigem  Preise  sollen  die  grundlegenden  Abhandlun- 
gen der  gesammten  exakten  Wissenschaften  den  Kreisen  der  Lehren- 
den und  LernenJen  zugänglich  gemacht  werden.  Es  soll  dadurch 
ein  Unterrichtsmittel  beschafft  werden,  welches  das  Eindringen 
in  die  AVissenschaft  gleichzeitig  belebt  und  vertieft.  Dasselbe  ist 
aber  auch  ein  Forschungsmittel  von  grosser  Bedeutung.  Denn 
in  jenen  grundlegenden  Schriften  ruhten  nicht  nur  die  Keime,  welche 
inzwischen  sich  entwickelt  und  Früchte  getragen  haben ,  sondern 
es  ruhen  in  ihnen  noch  zahllose  andere  Keime ,  die  noch  der  Ent- 
mcklung  harren,  und  dem  in  der  AVissenschaft  Arbeitenden  und 
Pofsclmjden  bilden  jene  Schriften  eine  unerschöpfliche  Fundgrube 
von  Am-fe^ngen  und  fördernden  Gedanken. 

Die  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften  sollen 
ihrem  Namen  gemäss  die  rationellen  Naturwissenschaften,  von  der 
Mathematik  bis  zur  Physiologie  lunfassen  und  werden  Abhandlungen 
aus  den  Gebieten  der  Mathematik,  Astronomie,  Physik,  Chem.  ie 
(einschliesslich   Kr  y  stall  künde)   und   Physiologie   enthalten. 

Die  allgemeine  Redaktion  führt  von  jetzt  ab  Professor 
Dr.  Arthur  von  Octtingen  (Leipzig);  die  einzelnen  Ausgaben 
werden  durch  hervorragende  Vertreter  der  betreifenden  Wissen- 
schaften besorgt  werden.  Die  Leitung  der  einzelnen  Abtheilungen 
übernaluuen:  für  Astronomie  Prof.  Dr.  Bruns  (Leipzig),  für  Mathe- 
matik Prof.  Dr.  Wan gerin  (Halle),  für  Krystallkunde  Prof.  Dr. 
Groth  (München),  für  Pflanzenphysiologie  Prof.  Dr.  W.  Pfeffer 
(Leipzig),  für  Chemie  Prof.  Dr.  W.  Ostwald  (Leipzig),  für  Physik 
Prof.  Dr.  Arthur  von  Oettingen  (Leipzig). 
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Während  die  Theorie  der  Äbel'schen  Transcendenten 
schon  seit  langer  Zeit  die  Mathematiker  anstrengte,  wovon 
dieses  Journal  nnd  der  voriges  Jahr  von  der  Pariser  Academie 
ausgesetzte  Preis  vollgültige  Zeugen  sind,  habe  auch  ich  selbst 
vor  7  oder  S  Jahren  einiges  in  dieser  Sache  erdacht.  Als 
ich  mich  nämlich  mit  den  elliptischen  Functionen  abgab,  er- 
kannte ich  sofort,  dass  sie  auf  wesentlich  andere  Art  behandelt 
werden  könnten,  wie  bei  Abel  und  Jacobi.  Und  bald  bemerkte 
ich  auch,  dass  diese  Methode  viel  allgemeinere  Fragen  umfasst 
und  das  Fundament  der  Theorie  der  AbeV&chen  Transcen- 
denten ist,  ja  sogar  aller,  die  aus  der  Integration  algebraischer 
Grössen  entstehen.  Ich  verschob  es,  diese  meine  Unter- 
suchungen den  Mathematikern  mitzutheilen,  in  der  Hoffnung 
einmal  Zeit  zu  fiuden,  sie  sorgfältig  ausgearbeitet  und  der 
Aufmerksamkeit  der  Gelehrten  würdig  darbieten  zu  können; 
besonders  da  ich  keinen  der  Analytiker  eine  derartige  Be- 
handlung auch  nur  vermuthen  sah.  Gleichwohl  erschienen 
neuerdings  zwei  Briefe,  von  Herrn  Hermiie  vor  drei  Jahren 
an  Herrn  Jacobi  gerichtet  (vgl.  Bd.  33  dieses  Journals),  in 
denen  er  einerseits  höchst  geschickt  vieles  über  höhere  Trans- 
scendenten  erörterte,  andererseits  einiges  aus  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  vorlegte,  das  dem  Meinigen  so  ähnlich 
war,     dass     er     den     von     mir    selbst    zurückgelegten    Weg 
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einzuschlagen  schien.  Damit  meine  Arbeit  nicht  veraltete, 
wollte  ich  nun  lieber  ungeordnet  als  überhaupt  gar  nichts 
sagen;  obschon  derselbe  bedeutende  Gelehrte  bekannt  hat, 
dass  er  bisher  in  der  Theorie  der  Abel'schen  Transcendenten 
noch  nicht  weiter  kommen  könne.  Ich  beschloss  daher  unter 
liebenswürdiger  Aufmunterung  des  Herausgebers  dieses  Journals, 
eine  Probe  der  neuen  Theorie  hinzugeben ,  wie  gering  auch 
immer  sie  sei ;  da  ich  bei  der  Abfassung  mehr  als  ich  wünschte 
eilen  musste,  so  bitte  ich,  falls  etwas  weniger  lichtvoll  und 
elegant  gesagt  ist,  den  Leser  um  wohlwolleude  Nachsicht  und 
um  Berücksichtigung  jener  Sachlage.  Den  Weg  aber,  den 
ich  hier  eröflfne,  überlasse  ich  zur  Verfolgung  und  zum  weiteren 
Ausbau  andern,  denen  die  dazu  nöthige  Müsse  von  Gott  be- 
schieden ist, 

[278]  Vorbemerkuugeu. 

Aus    den    Elementen    ist   bekannt,    dass    jeder    beliebige 
quadratische  Ausdruck  zweier  Variabler  a  und  t,  wie 

(1.)         aa'-  +  2/iab  +  yh'^  +  2  Öa  -|-  2  «b  +  : 

unter  Beifügung  einer  passenden  Constanten  in  die  Summe 
zweier  Quadrate 

(2.)      [u  +  c/r  +  6Z;  2  +  [u'  +  a  K'  +  bX')2 

übergeführt  werden  kaun.  In  der  Theorie  der  Kegelschnitte 
ist  dies  das  Problem  der  Reduction  der  Gleichung  auf  das 
Centrum  und  die  Axen.  Ausgenommen  ist  der  Fall,  wo 
ß'i-  =  ay  oder  damit  gleichbedeuteud  KL' —  K'L  =  0,  der 
eine  solche  Transformation  nicht  zulässt.  Denn  da  man  all- 
gemein hat: 

so  kann  jener  Ausdruck  (2.)  dann  in  die  Form  gebracht 
werden 

IK'u  —  Ku'  \--i     iI\u+iru'+^<K^+K'-'^)+l{KL+K'L')V^ 

\VK^-\-K"^j      \  VK'^  +  K'-^  /  ' 

die  offenbar,  weun  ß-  z=  ay^  unter  Beifügung  einer  geeigneten 
Constanteu,  nur  ein  Quadrat  enthält.  Daher  nehmen  wir  an 
dieser  Stelle  den  Fall,  wo  KL'  —  KL  verschwindet,  eben- 
falls aus  und  trennen  ihn  von  unseru  Untersuchungen. 
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Den  Constanteii  des  Ausdruckes  (2.;  wollen  wir  eine 
etwas  andere  Form  beilegen.  An  Stelle  jener  Grössen  u^  A", 
X,  u%  7i',  L'  setzen  wir  wVr,  iKVr^  1L\r^  w']';-', 
27\"V;-',   lL'\r'  und  betrachten  die  Formel 

(3.;;     r  ^^  +  2air^26i;2  +  r[u^-  2a7i:'+  2t^L')2. 

Nun  ist  schon  klar,  was  das  Fundament  alles  Folgenden  ist, 
dass,  wenn  die  Variable  a  um  die  Einheit  wächst,  statt  dessen 
ebenso  gut  die  Grösse  ti  das  Increment  IK  und  zugleich  u' 
das  Increment  2/i'  erhalten  könnte.  Ebenso  ist  das  Wachs- 
thum  von  6  um  die  Einheit  gleichbedeutend  mit  der  gleich- 
zeitigen Zunahme  von  u  und  u'  um  iL  und  IL'.  Bildet 
mau  also  den  Comples  aller  Werthe,  die  der  Ausdruck  (3.) 
für  ganzzahlige  a  und  b  annimmt,  so  ist  ofiFenbar,  dass  dieser 
Complex  für  u  ■\-  1K^  u  -\-  2  K'  anstatt  u  und  u'  (oder 
auch  für  u  -\-  2L,  u'  +  2  L'  anstatt"^^  und  ^^'  in  sich  selbst 
übergeht,  da  sich  jeder  Werth  in  den  nächstfolgenden  ver- 
wandelt. Dasselbe  gilt  überhaupt  für  einen  Complex  von 
Werthen,  der  aus  irgend  einer  Function  des  Ausdrucks  (3.) 
für  alle  ganzzahligen  vi  und  b  hervorgeht. 

[279]  Darlegung  des  Problems. 

Es  sei  nun  eine  doppelt  unendliche  Reihe  gebildet,  deren 
allgemeines  Glied  eine  Exponentialfunction  jenes  Ausdrucks  (3.) 
ist  und  durch  e''^''^'^^''""'F"'  u^  u')  bezeichnet  werde, 

oder  explicite:  i) 

...  4- 

I     g)-(i<  — 2A'— 2iP-rr'(«^  — SA''  — 2i')2     i      ^ ,(«  — 2  i)= -f  »-'(a'  — 2  i')2 

^    _  l_  gC(M— 2  7l.'J2-f  ,'(?/— 2A'';2  I        g>- «(2  +  j'u'2 

_j_  g)-(w+2A')2  +  r'ii('4-2  A'/^i  _j_  _  _  _  ^ 

,  ,  ,  _L-  g)-(M  — 2A'+2Z.j-'-!-r'.(//-2A'+2X'j-'     i      gi- ?! -f  2  ip +)■•(«'+ 2  i^'p 
I      g,(('  +  2A>2i|2-J-/-'l«'-f  2A-'-f2X'p  _!_ 
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Aus  dem  Vorhergehenden  steht  fest,  dass  diese  Function 
von  u  und  u'  derart  periodisch  ist,  dass  sie  für  die  simultanen 
Werthe 

[u=zu-\-2  7f ,     u  -\-  A Ä",     etc.      u  -\-2L,   u  -\-  iL,   etc. 

(  u'=  n-\-  -IK',    «'+  4/r,  etc.      t(-\-  2L',  ti'-t-AL',  etc. 

in  sich  selbst  übergeht.  Es  ist  aber  zweckmässig,  die  Werthe, 
die  jene  Function  für  zwischenliegende  Werthe  der  Argumente 
u  und  u  annimmt,  besonders  zu  bezeichnen.  Ebenso  werden 
wir  den  Reihen,  die  aus  denselben  Gliedern  nur  mit  wech- 
selnden Vorzeichen  zusammengesetzt  sind,  eigene  Symbole 
beilegen.  So  entstehen  16  Furctioneu  von  u  und  ?/,  die  wir 
folgendermaassen  bezeichnen :  2 ; 

e''"-  +  ^'"'-p  U    u')      =  S' ]_'a+t(>r{>(  +  2aK+'lbL)-+'/U('+2aK'+2bL 

eru-  +  r;,"p'i^(^^^'\  :=  S — 1)^  X  mit  demselben  Factor 
e»-»' +  '■'"'" P" (ec,  w')  =  *S' — 1)"  X  mit  demselben  Factor 
ef'^''+^-'><-'-p"\u,u)  =  >S      IX  mit  demselben  Factor 

e»"'  +  ''«"Q'(M,  «/)  =  'S'(  — 1)^  X  mit  demselben  Factor 
g»«'^  +  >'H'2^'Q"(.^^^  ^/)  =  S{ — 1)°  X  mit  demselben  Factor 
e'■«-  +  ''"''(/"(^^,  ?/)  =  *S'      1      X  mit  demselben  Factor 

^rn-  +  rhi"i{  j^  t^    ^'\    -_  gl l\a+i  (,nu  +  2aK+  (26  +  l)Lp  +  r\u'+  2aK'+  (26  +  1  )/-')= 

e'«^ +  '■'«'- ii^' (^^,  m')  == /S*!- — l)^  X  mit  demselben  Factor 
e'«-'  +  ^'^''-  ]i"[u^i/)  =  S[ — I)^''  X  mit  demselben  Factor 
e™' +  '•'«'-' i^"'(2^,  u']  =  S      IX  mit  demselben  Factor 

^ru-i  +  r'u'ig  [^l    ^'\       ^=  g! l]a+i  f.r{n+(2a+l)K+{2h  +  i)L)-  +  r'{u't{2a+\)  A-'+(2b  +  l)i')' 

e»'"'+''«"e*S"(M,  w')  =  *S'; — 1)''  X  mit  demselben  Factor 
e'«-  +  ''"'-e5"'(w,  w')  =  *S; — 1)°  X  mit  demselben  Factor 
ßru^  +  r'><'-S""'\t(,zt)  =S      IX  mit  demselben  Factor 

[280]  Da  aber  wegen  der  doppelten  Argumente  und 
Perioden  für  das  Schreiben  und  Lesen  Unbequemlichkeiten 
entstehen,  so  gebrauchen  wir  gelegentlich  Abkürzungen.  So 
schreiben  wir  für  P{u,  u')  einfacher  P  oder  P(u).  Ebenso 
werden  wir  in  den  Exponentialgrössen  den  zum  zweiten 
Argument    u     gehörenden     Theil    öfter    weglassen,     so    dass 

ß)(«  +  2aA'+26/-)2+...  kommt  für  e'1"  +  2aA-+2b/.)-;  +  r'(f!'4-2ait'4-2bi'r-"- 
^\raKu  +  Ara"-K"-  +  ...    fjjj.    f,\rah'n  +  \ra-K--\-  Xr'aK'v' -^ \r'o"K'- -^     Pfw  -f-  A) 

für  P{u  +  A,  11  -\-  A')   u.  s.  w. 
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Nach  diesen  Festsetzungen  müssen  wir  die  Eigenschaften 
der  Functionen  P,  Q  etc.  aufspüren  und  die  zwischen  ihnen 
bestehenden  algebraischen  oder  Differentialrelationen  ent- 
decken.*) 

Die  doppelte  Periodicität   der  Functionen  F,  Q,  etc.;   die 

P      P' 
vierfache  der  Functionen  —  ,    -^y,  ,  etc. 

So  wie  wir  nun  vorher  gesehen  haben,  dass  die  Function 
e' "■  + ''"''P'"  die  beiden  Perioden  2/^,  2L  (mit  den  entspre- 
chenden 2  7t ',  2  L')  besitzt,  so  ist  auch  sofort  klar,  dass  die 
Functionen  e'"' + ''"'■■  Q"',  e™' + ''«"P"' ,  e»«-  +  ''"'^^"'  dieselben 
Perioden  haben.  Die  andern  allerdings,  deren  Glieder  ab- 
wechselnde Zeichen  haben,  ändern  theilweise  ihre  Vorzeichen, 
wie  die  Tabelle  weiter  unten  zeigt.  Beispielsweise  geht  die 
Function  e'"'  +  ''"'=/Q  für  u-\-2K^  u'+2K'  anstatt  u^u' 
über  in  die  folgende 

gr(n+2A-j2  +  ...  -/Q(^^_|_  2  K]    =  S' l)a+13  e»-{« +  (2a  +  3)A'+ 26i)2 +  . .. 

oder  wenn  mau,  was  nichts  ändert,  a  —  i   für  a  setzt,  in 

gr(«  +  2A-)2  +  ...^-Q^^^  _|_  2K)  =  S[ l)a+b+lg»(t(  +  {2a  +  l)^+2bZ)2  +  ... 

Fügt  man  die  Periode  abermals  hinzu,  so  ändert  sich  das 
Vorzeichen  wiederum  und  unsere  Function  geht  in  den  ur- 
sprünglichen Zustand  zurück,  sodass 

^,(„  +  4A-p  +  ...Q(e^  +  4ir)  =  e'»* +  »•'»'■-' Q. 

Daher  ändern  sich  die  Functionen  e»«^  +  »'«'2Pj  etc. 
bei  Verwandlung  von  u^u'  in  u-\-^K^  u'-\-^K'  oder 
in  W  +  4P,  u'  -{-^L'  nicht.     Dies  ist  das  erste  Resultat. 

Gleichwohl  haben  auch  die  Functionen  P,  Q,  etc.  selbst 
eigene,  von  jenen  verschiedene  Perioden.  Dividirt  man  näm- 
lich die  Gleichungen  (4.)  beiderseits  durch  6'«^  +  ''"'-^  so  werden 
die  Exponenten  der  einzelnen  Glieder  lineare  Ausdrücke  in 
u  und  u' .     [281]  Es  wird  z.  B. 


*)  Kaum  seheint  es  nüthig.  die  Erfahrenen  daran  zu  erinnern, 
dass  man  auf  ebendieselbe  Weise  Functionen  von  drei  oder  mehr 
Argriraenten  betrachten  kann;  diese  führen  atif  die  Theorie  der 
höheren  Transcendenten. 
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^>  __  ^V i \a+b  fp. (2a  +  l)(iÄ«  +  r'/i"'«') 4- 2|26  +  \.){Yhu  +  »■'/;«')  + 

■)((2a+  1)A  +  (26  +  l)ii2  + J'((2a+  1)A''+  (26  +  \)Vf. 

Daher  werden  leicht  zwei  Perioden  4^4  und  4^  (mit  den 
entsprechenden  \A  und  \B')  gefunden,  durch  deren  Ein- 
führung jedes  Glied  in  sich  selbst  übergeht.  Es  wird  nämlich 
sein  müssen; 

,       [  4  rA  K+  4  r'A'K'  =  :r  i,     \rAL+\  r'A'L'  =  0 

'  ''  \ArBK+irB'K'=^{),        \rBL-\-\r' B' L'  ^ —7ti, 

woraus  folgt 


f6. 


TtL'i  .,  7t  Li 


4  r  [KU—  K'L) '  4  r'  [KV—  K' L] 

^  ^  -r  K'i  B'=—  ^'^^^ 


4 r [KL'—  K' L] '  4 r'{KL'—  K'L]' 

Zwischen   den  Vierteln    A,  B,  K,  L  etc.   bestehen   also   die 
folgenden  Beziehungen: 

AK'=BL',       A'K=B'L. 

Die  Functionen  P,  Q  etc.  ändern  sich  also  nicht, 
wenn  man  gleichzeitig  u  und  u'  in  'U-\-AA  und  u'-\-^A' 
oder  in  u-\-^B  und  u'  -\-^B'  ändert.  Und  dies  ist  das 
zweite  Resultat.*) 

p 

Die  Quotienten  —  etc.    haben  offenbar  die  Perioden  ^A 

und  4  B ,  die  den  einzelnen  Functionen  P,  Q  etc.  zukommen. 

p  ßVH'  +  r'u'-p 

Aber  es  ist  -—  =  — .,  ,   ,  ,^,^  und  ähnlich  weiter.     Daher  hat 

P 

der   Quotient    —-     auch    dieselben    Perioden ,     die    den     ein- 

'^ 
zelnen  Functionen  e'«'  +  '"'«"P,  e™''  +  ''""Q  etc.  zukommen,  d.h. 
4  7i  und    \L. 

Die  Quotienten  also  irgend  zweier  Functionen 
P,  Q  etc.  sind  vierfach  periodisch;  sie  ändern  sich 
nicht,  wenn  man  gleichzeitig  z«,  m' in  ?^  +  4^,  w' +  4^' 


*)  Scheinbar   kann    man   noch    eine    dritte  Periode    finden  46 
(und  4//),  wenn  man  setzt 

ikrhK-{-Ar'h'K'  =  fint,         ArbL  +  ir'b'L'  =  yni 
bei   ganzzahligen   u  und   v.     Man   findet  aber  ib  =  4/iiA — It^B, 
4J'  =  4u.l' — \i'B;   diese  Periode  ist   demnach  aus  iA  und  iB 
zusammengesetzt,  mithin  von  ihnen  nicht  verschieden. 
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oder  in  zc-\-4B,  u'-\-4]J'  oder  in  u-}-iK,  u'-{-iK' 
oder  in  ii  +  4L,  u'  -\-  iL'  ändert.  Und  dies  ist  das  dritte 
Resultat. 

Obwohl  nun  im  Allgemeinen  die  Argumente  um  ganze 
Perioden  [iA  oder  4  i>' oder  etc.)  fortsclireiten  müssen,  damit 
F,  Q  etc.  oder  e'«-  +  ''"'-p  etc.  dieselben  Werthe  auuelimen, 
so  giebt  es  doch  einige,  die  schon  nach  halben  Perioden  in 
sich  zurückkehren,  wie  das  folgende  Beispiel  zeigt.  In  der 
That  giebt  der  blosse  Anblick  der  Tafel  die  Veränderungen, 
die  jene  bei  Wachsthum  der  Argumente  um  halbe  Perioden 
erleiden. 

i282]  -lA       -IB    2A  +  -2B    -IK       'IL     IK+IL 

P  -f-  +  +  —  —  + 
P'         +       +          +         +       -         _        ■ 

P"  -f-  +  -i-  —  +  — 
P'"  ++  +  ++  + 
Q^        -       +        —        -      -        + 

Q"       —       +         —         —       4-        — 

Q'"     —+        —        ++        + 

»7^        +       -         -         -       -         + 

i"  +  —  —  —  +  — 

R"  +  —  -  +  +  4-       ■ 

^s-  -  -  +  -  -  + 

.S"  —  —  +  +  —  — 

Ä"     —    —      +      -     +      — 

S'".      -      -        -^-         -I-       +        +. 

Daraus  entnimmt  man  z.  B.  leicht,  dass  Q{u-\-2B]  =  Q, 
Q{u  -\-  2  A  -\-  2  B)  =  — Q.  Noch  zu  beachten  ist,  dass  die 
unter  2K,  2L,  2K-{-2L  notirten  Vorzeichen  sich  nicht  auf 
die  Functionen  P,  Q  etc.  selbst,  sondern  auf  e'"-  +  ''"'^p  etc. 
beziehen.  Man  findet  daher  z.  B.  nicht  Q  «+  2L)  =  — Q  K), 
sondern 

g,(«  +  2Lr-  +  »■'(«  +  2 LT-  Q (e^  _|_  2 Z)  =  —  e>""-  +  '■'»'"- Q  [u] 

oder  auch 

ei'Lu  +  i>L^  +  ...Q  f^_i_2^  =  —Qu). 


10 


A.  Göpel. 


Zusammenhang  der  16  Functionen  P,  Q  etc.  in  Bezug 
auf  die  Argumente. 
Die  Functionen  e'«-'  +  '/«'-p"'^  ^»«^ +  ,•-„-.. q"/^  g.M2  +  ,'«'2^"'^ 
g, «2  +  »'«'2^^'"  haben  wir  derart  aus  einander  abgeleitet,  dass  wir 
die  Argumente  ^/,  u'  um  Periodenviertel  (/r,  X,  K  -\-  L  mit 
den  entsprechenden  /t',  Z/',  Ä"+  L']  vermehrt  haben,  wie  ein 
Kückblick  auf  die  Gleichungen  (4.)  zeigt.  Dasselbe  gilt  von 
jenen  Quaternen  von  Functionen,  die  mit  zwei  Strichen,  mit 
einem  oder  keinem  bezeichnet  sind.  Ueberhaupt  lassen  sich 
auf  ähnliche  Weise  aus  den  Functionen  P"',  Q'",  R"\  S"' 
andere  ableiten,  wenn  die  Argumente  um  die  Periodenviertel 
A,  B  und  A-\-  B  mit  den  entsprechenden)  vermehrt  werden. 
Macht  man  das  aber,  so  gelangt  man  gerade  zu  jenen  Func- 
tionen P,  P',  P",  Q  etc.,  die  wir  oben  definirt  haben  siehe 
Gleichungen  (4.)) ;  daraus  geht  hervor,  dass  wir  nicht  ohne  Grund 
solche  Functionen  eingeführt  haben,  [283]  deren  Glieder  mit 
abwechselnden  Vorzeichen  behaftet  sind.  In  der  That,  da 
beispielsweise 

^Q  __  gi ;[\a+bß2(2n  +  l)('-A«  +  /ffM')  +  4b()-iM-f  »-'i'M'l  +  a 

wo  a  eine  hier  unwesentliche  Constante  ist,  so  wird  vermöge 
der  Gleichungen  (5.): 

IQ  in  _[_  J^\  =:  iS{ 1  ]b  g2(2a  +  \){rKu  +  r'K'u')  +  4  6(»-i«  +  r'L'ii')  +  a 

iQ{u  -\-  B     =^     Sl \\a(,'iC2a  +  i){rKv  +  r'Ä'u')+it(rLu  +  r'L'u')  +  a 

also  nach  unserer  Bezeichnung 

Q  u  +  ^)  =  Q',      Q[u  +  B)=  Q". 

Folgende    Tafel    führt   die    Aenderungen   vor  Augen,    welche 
die  Functionen  nach  Viertelperioden  erleiden: 


(8. 


A 

B 

A  +  B 

K 

L 

K+L 

p 

P' 

P" 

p" 

iQ 

iR 

S 

Q 

Q 

Q" 

Q" 

iP 

—  iS 

—R 

R 

W 

-li" 

—  K" 

—iS 

iP 

—  Q 

,S 

—  6" 

S-" 

S'" 

—ili 

—  iQ 

P 

P' 

P 

P"' 

P" 

Q' 

iR' 

iS' 

Q' 

-Q 

Q'" 

-Q" 

P' 

iS' 

iR' 

Ji' 

Ji 

—  ir 

—2i" 

S' 

iP' 

iQ' 

>S" 

<S 

S'" 

S" 

R' 

iQ' 

iP' 
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(8.)< 


B 


A  +  B 


P" 

Q" 

B" 

s" 
P'" 

Q'" 

ir 

S'" 


P'" 

P 

P' 

Q'" 

Q 

Q' 

R" 

R 

R 

S'" 

—S 

S' 

P" 

P' 

P 

Q" 

Q' 

~Q 

R" 

R 

R 

S" 

S' 

S 

K 

L 

iQ" 

R" 

ip" 

S" 

iS" 

P" 

iR' 

Q" 

Q" 

R" 

P"' 

S'" 

S'" 

p"i 

R" 

,r 

K+L 

iS"  " 

iR' 

iQ' 

iP" 
S'" 
R" 
Q" 


Bei  den  mit  Jf,  L^  K-\- L  überschriebenen  Colonnen  ist 
dasselbe  wie  oben  zu  erinnern.  Die  Tabellen  (7.)  und  (8.) 
werden  im  Folgenden  sehr  häufig  gebraucht  werden,  da  ja 
mit  ihrer  Hülfe  aus  einer  zwischen  den  Grössen  P,  Q  etc. 
gegebenen  Gleichung  15  andere  abgeleitet  werden,  die  daraus 
durch  Vermehrung  der  Argumente  hervorgehen.  Im  üebrigen 
liegt  auf  der  Hand,  wie  man  die  Tabelle  (7.;  aus  (8.)  ab- 
leiten kann. 

Die  Werthe  der  Argumente,  für  welche  die  16  Functionen 
P,   Q  etc.  verschwinden. 

unter  den  Functionen  P,  Q  etc.  sind  10  in  Bezug  auf 
die  simultanen  Variabein  m,  u'  gerader  Ordnung;  nämlich 
P,  P',  P",  P'";  Q',  Q'";  P",  R"\  S,  S'";  die  6  übrigen  von 
ungerader,  nämlich  Q,  Q";  B,  R' \  S' ,  S".  Wir  nennen  dabei 
nach  Analogie  der  algebraischen  Functionen  diejenigen  von 
gerader  Ordnung,  die  bei  Aenderung  von  ii^  u  in  — ^^,  — u' 
sich  nicht  ändern;  von  ungerader  aber  die,  die  das  Vorzeichen 
wechseln.     Jene    10   lassen   sich    daher  in  Reihen   dieser  Art 

u  +  (i^  11^-  -\-  ßi  u  u-\-  /J2  ^^'-)  +  iyu^  +  /i  ti^ u'  +  y2 ti-ti'- 
+  73^^^^'3  +  ;/4^^'4)  +  ..  . 

entwickeln;  die  übrigen  6  in  die  folgenden: 

{au  -{-  a^u)  -\-  {ßu^  -p  ßiU-Ui  +  ßiuu-  +  ßs^i'^)  +  •  •  • 

[284]  Das  aber  lässt  sich  aus  der  Form  der  Aasdrücke  (4.) 
selbst   sehen.     Denn  es  wird  beispielsweise 

setzt  man  hier  — a — 1  und  — 6  für  a  und  I*,  was  man  ohne 
Werthänderung  darf,  so  kommt: 
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■''^'VQ( 


.^^"j  __  ^'f |\a-f  b  +  l  gcii(-i-(2a-f  l)A'+26ip  +  ...  • 


also  ist  Q{ — ?/, — u')  = — Q<'u,u').  Aehulich  wird  es  mit 
der  Function  Q'".  Die  beiden  andern  aber  Q',  Q"  bleiben, 
da  den  einzelnen  Gliedern  das  Zeichen  ( — 1)°  nicht  vorgesetzt 
ist,  ungeändert. 

Daher  erkennt  man,  dass  jene  6  Functionen  ungerader 
Ordnung  für  «  =  0,  'u'  =  0  verschwinden;  denn  je  2  Glieder 
heben  sich  auf.  Da  man  aber  mit  Hülfe  der  Tafel  (S.j  jede 
beliebige  dieser  Functionen  in  die  5  andern  verwandeln  kann, 
so  muss  sie  nothwendigerweise  noch  für  5  andere  Werthe 
verschwinden.     Da  wir  aus  Tafel  (S.)  haben 

Ii\u-i-A  +  B  ^—R"{u), 

e'^"-^^'+^^>'  +  -R"{u  -h  K-^  L)  =  e'"'-^--iQ"{i(), 

so  wird  wegen   Q'  (0)  =  0  auch 

E"[K-{-  L)  =  0     und  ebenso     B'{A  -\-  B  ^  /r+  Z)  =  0. 

Daraus  entspringt  eine  Tabelle,  welche  die  Werthe  darbietet, 
für  die  die   IG  Functionen  P,   Q  etc.  verschwinden. 


(9. 


Q 


Q" 


R 


0 

0                      0 

0 

B 

B                     A 

A 

A-i-L 

L                 A  +  K 

K 

K-\-L 

An-B^-L         B  +  K 

A  +  B+K 

B  +  L        B  +  K+L         K-\-L 

A  +  L+K 

A  +  K~L 

A-^B+ K-^L  B  -h  7i'-F  L 

A-\-B^L-\-K 

R' 


0 

K 
A  +  K 

A  +  L 
A  +  B 

A^B-ir 


L\A-{-B  +  K+L 
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(9. 


P" 

ptif 

Q' 

K 

A  +  K    '         A 

B  +  K 

B  +  L 

L 

B+L 

A  +  B-^K 

A  +  B 

K+L 

A  +  B  +  L 

K+L 

A  +  B  +  L 

A-\-K+L 

A  +  B-\-L 

A+B+K-^L 

B+K+L 

A-{-K+L 

R" 


R"' 


S 


Q'" 

A 

A  +  B 

A  +  L 

B-^L 

B  +  K+L 

A+B+K+L 

S"' 


B 

K 

A-^B 

K+L 

A-i-B-hK 


B 

A+B 

A  +  K 

B  +  K 

A-\-K+L 


A 
B 
K 
L 
A  +  B 


A 

B 

A  +  L 

B  +  K 

A  +  B  +  K 


B  +  K+L\A+B  +  K+L      K+L    I   A  +  B  +  L 

Zu  erinnern  aber  ist  erstens,  dass  dem  andern  Argumente 
die  entsprechenden  Werthe  0,  B' ,  A' +  L'  und  so  ferner  zu 
ertheilen  sind;  zweitens,  dass  unsere  Functionen  der  Perio- 
dicität  wegen  auch  für  andere  und  unendlich  viele  Werthe 
verschwinden;  |285]  für  die  nämlich,  die  aus  jenen  durch  Hin- 
zufügung der  Periodenhälften  '2A^  2B,  2/rund  2L  entstehen. 
Diese  Ueberlegung  war  auch  bei  Herstellung  jener  Tabelle 
nützlich.  Wenn  nämlich  die  6  Werthe  der  Argumente,  die  Q 
selbst  gleich  Null  machen,  gefunden  sind,  so  muss  man  wegen 
Q"[u  +  B)  =  Q{u)  zu  den  einzelnen  Werthen  das  Perioden- 
viertel B  addiren,  um  die  Werthe,  für  die  Q"  verschwindet,  zu 
erhalten.  So  bekommt  man  B,  2B,  A  +  B  +  L,  B  +  K+L, 
2B  +  L,  A  +  B  +  K+L,  oder  einfacher^,  0,  A  +  B  +  L, 
B  +  K+L,  L,  A  +  B  +  K+L,  die  in  der  Tafel  zu  sehen 
sind.     Und  so  fort. 

Man  bemerkt,  dass  in  den  Gleichungen  (4.)  die  Functions- 
zeichen  Q,  Q"  etc.,  mit  einem  Worte  die  für  u  =  0,  u'  =  0 
verschwinden  mit  dem  imaginären  Factor  i  behaftet  sind. 
Diese  an  sich  willkürliche  Festsetzung  wurde  getroffen,  um 
so  viel  wie  möglich  die  Analogie  mit  den  elliptischen  Func- 
tionen zu  bewahren.  Betrachtet  man  nämlicli  die  Perioden- 
viertel K,  L,  wie  in  jener  Theorie  gebräuchlich,  in  imaginärer 
Gestalt  Ki,  Li,  so  bieten  sich  unsere  lö  Functionen  in  reeller 
Gestalt  dar,  wofür  folgende  Beispiele  angeführt  seien: 


14  A.  Göpel. 

P[v,  u']  =  *S'( — l)"+ßjn-^,2a6(^2*"'  COS  (2a.r  +  2  6.-^'), 

wenn  man  setzt: 

2r/tM  -f-  Ir  K'u  =  x,       2rLu  +  Ir'L'u'  =  a:', 

Algebraische  Relationen  zwischen  den  Functionen  P,  Q  etc. 

Es  seien  die  Quadrate  der  Functionen  P,  Q  etc.  zu  ent- 
wickeln. Dann  wird  man  finden,  dass  sieb  jedes  einzelne  Quadrat 
durch  4  neue  Reiben  ausdrücken  lässt.  Zwischen  je  5  Quadraten 
ist  dadurch  eine  lineare  Beziehung  gegeben.  Die  Recbnung 
aber  gestaltet  sich  folgendermaassen. 

Es  sei  gesetzt 

eine  Form,  die  alle  in  (1.)  aufgeführten  umfasst;  indem  man 
nämlich  den  Bucbstaben  p.  q.  «,  r  der  Reihe  nach  jede 
Combination  der  Werthe  0  und  1  zuertheilt,  entstehen  jene 
16  Gleichungen.     Sei  ferner  gesetzt,   was  dasselbe  ist, 

und  es  werde  nun  multiplicirt.  Dies  geschieht  durch  IMultipli- 
cation  der  beiden  allgemeinen  Glieder  und  man  erhält,  wenn 
man  noch  setzt: 

^^  +  a,=i,       6  +  6,=^, 

und  die  Formel 

^-  +  v"  ==  ^{^  —  y?  +  \'^  +  y]" 

[286]   beachtet, 

(12.)  e2,-«=  +  2rV^X2 

=  gl Ijpf +  ./.'' g2- ff,  A+fl,/,)2  +  ...  g'J, •(«!  +  (? +  «)A'  +  ( '>  +  i)/.P  +  ...  _ 

Den  Buchstaben  «,  i'Ä,  6,,  ^^  hat  mau  nacheinander  die  ein- 
zelnen Zahlenwerthe  beizulegen,  jedoch  mit  der  Beschränkung, 
dass,  wie  die  Gleichungen  (11.)  fordern,  t  und  £, ,  sowie  d- 
und  d-y  zugleich  gerade  oder  ungerade  Werthe  erlangen. 
Daraus  folgt,  dass  die  Glieder  der  Reihe  (12.)  in  4  Gattungen 
zerfallen,  je  nachdem  man 
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gerade  Werthe  von  e  mit  geraden    von  i9-  combinivt, 

oder    ungerade    »          »  »     »  geraden      »     »  » 

oder    gerade         »  »  «     «  ungeraden  »     »  » 

oder    ungerade     »  »  »     >'>  ungeraden  »     >>  » 

Offenbar  aber  lässt  sich  die  Summe  aller  zu  einer  Gattung 
gehörigen  Glieder  unter  der  Form  eines  Productes  zweier 
Reihen  folgendermaassen  darstellen: 

(13.)       ;S'e2r(f,/i-+a,X)2  +  ...   -^  g^2r{n  +  {<:  +  f,)h'+{9+v)Lr~  +  ...'^ 

denn  der  Factor  ( — \)p^  +  ''i^  bleibt  für  die  Glieder  derselben 
Gattung  der  gleiche. 

Es    zerfällt    daher    die    Reihe    (12.)    in    4    Summanden, 
nämlich 

(14.)  e2  ,-,,■•:  + 2,  v-'X2 

=  «00  +  (-l)^«io  +  (— i;'^«oi  +  (— l)''+'^«ii, 

wobei  fffio  flen  Werth  von  (13.)  für  gerade  Werthe  von  s  und 
^  bezeichnet,  «m  den  Werth  desselben  Ausdruckes  für  un- 
gerades f,  und  gerades  S-,  und  so  fort. 

Jetzt  gelangen  wir  zu  den  speeiellen  Werthen  von  />,  q, 
fi,  V.     Setzen  wir  zur  Abkürzung 

g2)-«2  +  2)-'!('2  J-      __  gf,'>r{u  +  liK  +  -29Lf.+  ... 

\  (,2rur-  +  2r'u'-^Y     __  g ^nr(^i  +2bK+(29  +  i)Ly--\- ... 

j  ^2m"--i-2r'u'^Jjr  __  ^^^2r{H  +  {2s  +  i)K+  {2  d  +  l]L^]  +  ... 

sowie  insbesondere-')   für  u  =  0,  zi  =  0 

U    =  Seir{{2i  +  l)K  +  29Lr-  +  ... 
V    =^e2r(2.Ä-  +  (2  5+l)Z)2  +  ...^ 
tV  =  ^ß2,-((2£  +  l)ff  +  (25  +  l)X)2  +  ... 


'15. 


(16. 


so  finden  wir  die  folgenden  Gleichungen*] 


*)  Die  Kenner  werden  leicht  vorhersehen,  dass  diese  Glei- 
chungen zur  Transformation  zweiter  Ordnung'  unserer  Functionen 
gehören.  Denn  wollen  wir  in  unsere  Bezeichnungen  P\u,u')  etc. 
die  Grösse  r  einführen,  so  dass  wir  schreiben  P\u,u';r),  dann 
stellen  jene  Functionen  T,  U,  V,  JF  die  Ausdrücke  P"{u,u' ■,2r), 
Q"'{u,  u' ;  2  /•)  etc.  dar.     Darüber  weiter  unten. 
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[287] 


:i7.) 


P'i  ^tT+u  U  —  t:  V  —  tc  W, 
P"i  ^tT—uU+v  V  —  %c  TF, 

P"'2=  tT^ur^t.V-\-vW, 

Q-2  =  u  T—tu—  V  V  +  V  TF, 
Q'-2  =nT+tU—  w  V  —  t  W, 
Q"2  =  uT—tU-\-  V V  —  V  7F, 
Q"'2  =  itT+tU+tc  V  +  V  W, 

B:i     =  cT—  w  U—fV+ulJ'^ 

m'i  =  vT—  w  u  +tr—  u  jv, 


.5-2 

.S"2 

,S'"2 
,S""2 


=  ?rr  —  f  U—  u  V  +  ^  TF, 
=  uT  +  i-  r—  ?<  V—  t  PF, 

=  ?cr  — « er  +  u  V—  t  TF 

-  wT+vU+uV+aV. 


Wählt  uiau  daher  irgend  4  der  Quadrate  P-^  Q-  etc. 
aus.  so  können  die  Functioien  T,  t^,  F,  TF  also  auch  die 
übrigen  12  Quadrate,  linear  durch  jene  ausgedrückt  werden. 
Die  Coefficienten  dieser  Relationen  werden  von  den  constanteu 
Werthen  t.  u^  v,  tv  abhängen.  Es  ist  ja  vortheilhafter,  die 
besonderen  Werthe  der  P,  Q,  P  etc.  selbst  einzuführen,  als 
fremde  Constante.  Daher  muss  man  Relationen  zwischen 
i,  2/,  f,  tv  und  denjenigen  Werthen  aufsuchen,  die  die  Func- 
tionen P,  Q^  P  etc.  für  w  =  0,  ?/  =  0  annehmen,  und  die 
wir  durch  die  entsprechenden  kleinen  griechischen  Buchstaben 
bezeichnen.  Wir  setzen  dazu  in  den  Gleichungen  fl7.)  ti  =  0, 
w'=  0. 

Daraus  folgt 


Zö- 


(18. 


=  f-  —  u 

=  if2-l-  XC- 


c^-\-w\ 


C7"2    =  f-  —  W2  +  «2  _  ,j<.2^ 
ro"'2  =  f^  ^  ifi  ^  v"^ -\-  lC-\ 
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(19.)   {  q'"-  =  2fv  —  2uu-, 


o-    =^  2fi': 


■/"'-  =  2fu-{-2rt€, 
o"'-i  =  2tc-^2uu-, 
a"'i  =  2ftc  +  2uü. 

Die  Wertbe  /. ,  z",  q,  ü'.  o',  g"  verschwinden,  wie  aus  dem 
Frübeven  zu  ersehen  ist.  Aus  18.)  und  (19.)  leiten  sich  die 
folgenden  Gleichungen  ab : 

—  Tu-  +  üj"^  —  m"-  +  ro"'-  =  4?<2, 

_  f;72  _  ^/l  +  55"2  _^  j5"'2  ==  4^-2 


(20. 


V) 


V-  07'"  2 


=    l;r2. 


(21.) 


-/"2  4--/.'2  =   4/;^ 

^/"2^o"2=  4/r, 

-'"2J--2    =  4^^^, 


(7- 


o'""-  —  o"-  =  Ainc 
a"'^  —  o'^  =  4  UV. 


[288'  Eliminirt  mau  hieraus  f,  2(,  r.  v: ,  so  bleiben  6  Glei- 
chungen zwischen  den  Constanten  ST,  w'  etc.,  von  denen  daher 
6  durch  die  übrigen  4  unter  sich  unabhängigen  ausgedrückt 
werden  können.  Indessen  genüge  es  an  dieser  Stelle  die 
wichtigeren  dieser  Relationen  anzufügen,  die  später  gebraucht 
werden. 

Aus  den  Gleichungen     21.)   findet  man 


f22;i 


/"4  . 


o"'^  —  a'^  '=  Kifuvv:' 


Aus  den  Gleichungen  flS.i  und     19.)  kommt 


also 
f23.)    J 


(/■ 


{t  —  U-y2—{u  —  v]^^ 


w 


■o^  =  trj'i  —  z'-i 


=  ^f^a-f-v-^  IC.  [t-\-u  —  V  —  'i(:)[t  —  u-\-  v  —  ic) 

{i — u  —  v-{-ic]  . 

Aehnlich  findet  man 

m"'i—  m'^  =  -//"4  -j-  o"i  =  -/'^  +  q'"^  (=  4  (^2  4_  y,2)  {.ifi  4-  f2)), 

und   indem   man   hierauf   die  Gleichungen  (22.)  und  (23.)  an- 
wendet 


f24. 


f  ttj"'^  —  m'^ 


I  Vj"'^  - 
Ostwald's  Klassiker 


r"'4 


4-ff4     =   ^"4_|_'(j"'4^ 


=   ff 


4  ^  -,'"4 
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Ferner     ist 
älmlich 

(25). 


20. 


vj'^m"'-  —  ü5'''ü}"'-  =  4  f^ic^  —  4  w2;,.-2;     hiernach 

I 
I 


n7'2?n"2    =    (72  y 


?C"2C72    =    -/'-'-/. 


ro-;  ?7j  -  =  o  -  o 


ur'-/.'"'^  —  uj" '■/.'- 

.i-i.'rf) 


"'■),,•) 


ra^-/.'-'  —  Z77 '2y_'2  ^  ^/'2cr: 
?ö"2/."'2_ny2>:'2  =:=  o"ia" 
Tö""^y:"'-  —  tö''-/-i=  o"'2a 


f77-0     -- 
'■)     in-) 

C5"2(>"'2 

?;7"'2p"'^ 


-572^" 
■W"'2. 


:    =  ■/'■i(7"'2 
'2  =  -/'2a2^ 
/:"'2(/"' 


■^'  = 


[28.: 


CT^O-     •= (77"  -(7 -i 

n7'2(j"'-2_5j"2(,-- 

5j"2(j"'2_t7T'2ff2 


■/  -O    -, 

-/.'2p"'2. 


??7 


i/j       -    /TT-  fF'' 


'2f/'2 

/;  '2  0 


rir>     rrro 


[289]  Mit  Hülfe  der  Gleichnngen  (20.)  und  (21.)  können 
die  Grössen  f^  u^  -p,  vj  aus  den  Gleichungen  (17.)  eliminirt 
werden;  eliminirt  man  sodann  T,  U,  V^  IV  selbst  aus  je  5 
der  Gleichungen,  so  findet  man  eine  Beziehung,  deren  Coeffi- 
eienten  sich  durch  die  Constanten  ?ü,  m\  .  .  .  ausdrücken. 
Diese  Methode  aber  erfordert  gar  zu  beschwerliche  Rech- 
nungen. Haben  wir  aber  einmal  die  Form  der  gesuchten 
Gleichungen  erkannt,  z.  B. 

so   lässt   sich    die  Sache    mit  viel    leichterer  Mühe  durch  Be- 
trachtung von  speciellen  Werthen  der  Grössen  ^r.  u    erledigen. 

*j  Die  Gleioliuiigen  i'l'l.)  bis  (28.)  sind  im  Hinblick  auf  die 
durch  ro,  z,  «  bezeichneten  doppelt  unemlliclien  Rcilien  nicht  weniger 
bemerkenswortli,  als  jene  eine,  die  in  der  Theorie  der  ellii)tisclien 
Functionen  statt  hat,  nämlich: 

(1  — 2./  +  2r/*-250  +  .,.)4  +  (2./i-  +  25f  +  2(?¥  +  ...;4 
=  (l+2</4-2f/  +  27"-|-...]'». 

Vergl.  JacoJji^  Theorie  funct.  ellipt.  p.  184. 
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Setzt  man  nämlich  ?/  =  0 ,  u'  =  0;  oder  u  =  K,  w'=  K' 
oder  dergl.,  so  erhält  man  vermöge  der  Tabelle  8.)  alsbald 
eine  hinreichende  Zahl  von  Gleichungen,  aus  denen  die  Be- 
stimmung der  Coefficienten  a,  0,  r,  d  möglich  ist.  Es  wird 
nämlich: 

für  u  =  K,  li' =  /i'*); 

für  u  ^=  A-\~L.  /!,' =  A' -\- L' ; 

für  u  =  B-\-  K,  n  =  B'^  K' \ 

für  ?<  =  0 ,  i/  =   0 ; 

für  u  =  A,  IL  =  A' ; 

0    =  a/."~  —  do"'-, 
0    =  c()"'-  -i-d-/"-^, 
0    =  a-/'"  2  4-^,0"'^, 

Zö-    =    üTö'-  -\-  Co)"'-, 

m"-  =  ac-2  -}-  Äffi  j_  crr,'"-^  +  (/ff"'2. 

Aus  den  drei  ersten  schliesst  man  sofort,  dass  a=^  eq'-q""-^ 
h  =  —  e^"2-/;"2,  c  =  — e-/;2-//"2,  d  =  e-/.'2o"'2;  durch  Ein- 
setzen dieser  Werthe  wird  die  vierte  Gleichung 

t7j2  =  e(C7'2^"2o"'2—  ?ö"2/.'2i,"'2j^ 

oder  wegen  Gleichungen    25.) 

?ö2  =  e{üj'-^   m'"-üj"'-^  —  5j2fö'2)  —  Ö7"2(s5'2jü"'2  _  n7"2CT2J 

woraus   e  = r. 'Tt  •     '^'\\^  man  aber  die  Werthe  von 

7Ö^  —  w  ^ 

a,    5,    c,    d  lieber   in   die   fünfte   Gleichung    substituiren ,    so 

erhält  man 

n7'2   =    e(c72o"2^"'2_  (72^"2-/"2_  ö7"'2//2./"2  _^  (/"2;,'2^"'2)  ^ 

oder 

n7'2  =  e(^"2(f;T2^"'2  _  /;^'2a2)  _  x'2,;pj"'2/"2_  o"'2(;"'2)^ 

was  wegen  der  ersten  Gleichung  von  (27.  und  der  letzten 
von    :26.)  tibergeht  in 


*j  Ist  eine  homogene  Gleichung  ???teti  Grades  zwischen  P, 
Q  etc.  gegeben,  so  darf  man  die  Periodenviertel  K,  Z,  K-\-L 
anwenden.  Dies  wird  klar,  wenn  man  die  Gleichung  mit 
e"""  »^ +  '")■' !«'2  multiplicirt. 
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OT'2  =  e(j;y'2^"4_j^'2./4) 

[290]   dies  aber  wird  wegen  (23.) 


em'-^  () 


1 


m 


'■i\ 


woraus   e 


Vj" 


—,77  folgt,  wie  oben. 


Also  drückt  sich 


die  Function  P-  folgendermaassen  aus: 

(29.)  (ö7'4  —  ?ö"-l  P2 

Setzt  man  hier  der  Reihe  jach  u-[-  K  -\-  L.  u  -\-  A  -\~  B, 
u-{-A-\-B-\-K-\-L  für  u,  so  leiten  sich  mit  Hülfe  der 
Tabelle   '^8.)   die  folgenden  Gleichungen  ab: 

=  _ö"2./"2p'24_^"2^"'2,S"2_^^/2^/"2p"2_-/2jt"'2y2^ 
(C7'4  _?;7"4;p"'2 


(30. 


!^"'2p'2_^'2p"'2,y' 


o"2,/"2p"2_|_^"2/"2,V"2^ 

[7ö'-^—7ö"^)S"'-^ 
p'2  _  -/.'2-/"2^"2  _  ^"2./"2^"2  _|_  ^/'2^/"2,S"'2. 

Auf  ähnliche  Weise    erhält    mau   die    ähnlichen   Gleichungen: 

,  öj'J  —  (77"|  Q'2 

=  ro'2//2P'2  _  ^"2^'lS'l  _  nj"2-/'2p"2  _|_  5y'2^"2^"'2^ 

(31.)     .  (777''  —  c7>"fP'2 

=  _ro"2o"2p'2_^^'2./2y2_|_;;7'2^"2p"2_j^"2/2^"2^ 

u.  s.  w. 

Da  nun  so  die  Functionen  P,  Q  etc.  algebraisch  auf  be- 
liebige 4  (hier  P',  aS",  P",  S")  reducirt  sind,  bleibt  es  noch 
übrig  zwischen  diesen  Relationen  aufzufinden,  von  denen 
oifenbar  keine  zwischen  den  Quadraten  P'2,  *S"2,  P"2,  S"'- 
statt  haben  kann;  dann  nämlich  hätte  sich  irgend  einer  der 
Coefficienten  «,  h^  c,  r/,  die  wir  soeben  bestimmt  haben,  als 
unbestimmt  herausstellen  müssen.  Man  muss  daher  die  Pro- 
ducte  je  zweier  PQ^  Pli  etc.  betrachten.  Zu  dem  Ende 
kann  man  gleichfalls  die  allgemeinen  Glieder  multipliciren. 
Doch  da  sich  vorhersehen  lässt,  dass  man  auf  diese  Weise 
zu  linearen  Beziehungen  zwischen  den  Producten  je  zweier 
gelangt,  so  führen  wir  durch  folgende  Ueberlegung  eine  sehr 
einfache  Rechnung  durch. 
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Wenn   eine  Relation   zwischen    den   Producten  je   zweier 
Functionen  gegeben  wird,  z.  B. 

I\S=  al"Q-{-A, 

wo  A  die  Summe  der  übrigen  Glieder  bozeiclinet,  so  wird 
auch  aus  Tabelle   (7.) 

PS  =  —aP'Q  +  A, 

also  durch  Addition  2PS  =  A  -^  A,  woraus  das  Product 
P'Q  eliminirt  ist.  Daher  kann  die  Relation,  die  PS  selbst 
enthält,  keine  anderen  Glieder  enthalten,  als  solche,  die  bei 
Anwendung  der  Veränderungen  der  Tabelle  ;7.)  ungeändert 
bleiben.')  Man  findet  folgende:  P'S',  P"S"^  P"'S"',  QP, 
Q'P',   Q"P",    Q"R"'\  daher  wird  man  setzen  können 

aPS  +  bP'S'+cP"S"+  dP"'S"'-\-  eQK  -^fQ'E'-\-(/Q"li" 
-^hQ"'U"'  =  0. 

Diese  Glieder  jedoch  zerfallen  mit  Hülfe  der  Tabelle  (8.)  in 
zwei  Systeme.  Vertauscht  mau  nämlich  zc  mit  u-\-K-\-Lj 
so  vertauschen  sich  P  und  S  und  es  kommt: 

aPS—bP'S'—cP"S"+  dP"'S"'+  eQR—fQ'R'—(/Q"Ii" 
-\-hQ"'R"'  z=  o; 

[291]  daraus  folgert  man  durch  Addition  und  Subtraction 

a P S  +  dP"' S'"  +  eQR  -^liQ'" R'"  =  0, 
bP'S'-{-cP">S" +fQ'R'+f/Q"R"  =  0. 

Und  wenn  allgemein  irgend  ein  Product  gegeben  ist,  um  eines 
zu  nennen  RS",    so    werden   sich   drei    andere  finden  lassen, 
die  mit  jenem  eine  lineare  Relation  bilden. 
Setzen  wir  also 

ccP'S'^  bP"S"+cQ'R'-}'dQ"R"  =  0. 

Hieraus  entwickelt  man  unter  Benutzung  der  Tabelle  (8.)  die 
folgenden: 

aPS  +bP"'S"'  —  cQR  -{-dQ"'R:"  =  0, 
aP"'S"'-h    bPS     -i-cQ"'R"'—dQR      =  0, 

aQR  +bQ"R"'  —  cPS  +dP"'S"'  =  0, 
aQ:"R"'+  bQR  ^cP"'S"'—  dPS  =  0, 
woraus  für  w  =  0,  u'  =  0  folgt: 


ZL 


x\.    Urupui. 


azno  -\-  hm"'d"  +  dyl" o"  =  0, 

avi" (]'"  -\-    büjö    -]-€•/."'()"'  =  0, 

Ä -/'"(/"—    croa     -\-dr<j"'o"'  =  0, 

ay.'" q" -\- c^)"'o"' —    dmo  =  0. 

Setzt  man  die  Wertl)e  a  und  b  aus  den  letzten  beiden  Glei- 
chungen in  die  beiden  ersten  ein,  so  kommt 

d/.    -()    -  =  f/(cj   -o    -  —  m-o-^j, 

iir-)     ifi-t  (..^iil-i     '"1  _o     ■)\ 

cy   ^u    -   =  c{w    -a   ^  —  m^a'j, 

was  wegen  (28.)  identische  Gleichungen  sind,  so  dass  c  und 
d  willkürlich  bleiben.  Setzt  man  daher  l)  c  =  1 ,  c?=  (j; 
2)  c  =  0,  d=  1,  so  findet  man  folgende  zwei  Gleichungen: 

j/:"(j"'Q'E'    =  7yj"'o"'P'S'—zöoP"S", 


(32. 


\y:"Q"'Q"ir  =  —^aP'S'+r^"o"'P"S"- 


Jene  Gleichungen  verschaffen  uns  die  gesuchte  neue 
Relation  zwischen  den  vier  Grössen  P',  iS',  P",  >S".  Denn 
da  sich  nach  dem  Früheren  Q',  R'  selbst  durch  P\  >S', 
P",  S"  ausdrücken  lassen,  erhält  man 

oder  aus  den  Formeln  (31.) 

x'"2^"'2(crr'2x'2P'2  _  C!7"2o"2;S"2  —  ?ö"2/.'2p"2_|_c7'2^"2y2^ 

X'  — ?rr"2^"2P'2+   ?7j'2>c'-^"2    +C7'2^"27J"2_;;j"2/2^S"'2; 

=    (C7'4_^"4^2;j^"V"P'^"_  CT0-P"yi2^ 

[292]  woraus  nach  Entwickelung   und   unter  Anwendung   der 
Formeln  (22.)   bis   (28.)   wird 5) 

/"4  _4_  n"'i       ■ 

P'2^''2 


(33.) 


w'-^Uj"-^ 


P'-2P"2J^S'S"-^) 


y""  -V-  o"-* 

\Z '<■>    [P'-S""-  +  P"2,S"2) 


2wGm'"ü'-'[m'^-^"^)Jp,^,p„^^„ 


+  P"'  +  .V"J 


'2^/'2j,"'2< 
v"'l 


'2 


P"2,S'"2 


=    0. 


Die  zweite  der  Gleiclmugen  (31.;  scheint  zu  einer  anderen 
Relation  zwischen  den  Grö.ssen  P',  >S'',  P'\  S"  zu  führen, 
aber  dies  sclieint  nur.  Denn  man  gehxngt  durch  Elimination 
der  Buchstaben  Q",  7^"  daraus  zu  genau  derselben  Gleichung 
(33.).  Das  aber  kann  man  auch  von  vornherein  zeigen. 
Offenbar  wird  die  aus  jener  zweiten  Gleichung  hervorgehende 
Relation  dieselbe  Form  haben,  wie  (33.),  ja  sie  wird  sich  von 
ihr  höchstens  in  den  Coefficienten  unterscheiden.  Wenn  aber 
das  wirklich  der  Fall  wäre,  so  könnte  man  aus  beiden  das 
Glied  P'S'P'S"  eliminiren,  wodurch  eine  Relation  zweiten 
Grades  zwischen  den  Quadraten  P'-,  /S''^,  P"'^^  S"-  ent- 
stände. Nach  Einführung  von  J",  U,  V,  TV  aus  den  Glei- 
chungen (17.)  ginge  eine  rationale  Beziehung  zweiten  Grades 
zwischen  T,  U,  V,  TV  hervor.  Diese  aber  unterscheiden 
sich  von  P'",  Q'",  M"',  S'"  nur,  wie  dort  bemerkt,  durch 
Verdoppelung  von  r.  Aendert  man  demnach  2r  in  r,  so 
würde  eine  Relation  zweiten  Grades  zwischen  P"',  Q"',  R"'^ 
S"'  hervorgehen.  Dass  dies  absurd  ist,  haben  wir  oben 
gesehen. 

Etwa  auf  dieselbe  Art  zeigt  man,  dass  die  übrigen 
Relationen,  welche  zwischen  den  Producten  je  zweier  Func- 
tionen bestehen  (wie  q"o"RS' =  m"y!" PQ' —  m-/P"Q'\ 
o"aRS"  =  uj'/:"P"'Q'—m"'y:P'Q;"  etc.),  auf  dieselbe  Rela- 
tion (33.'    hinführen. 

Setzen  wir  hier  noch  folgende  Formeln  her,  die  man  aus 
den  schon  bekannten  ermitteln  kann,  sei  es  durch  die  Methode 
specieller  Werthe,  sei  es  auf  viele  andere  Weisen: 

(34.)          [^.,,^.,   ^ip"'2s-"^_p2sr) 

l  p"i  —  - nr  := p"2X'"2_l_  X"'4  \ 

(35.^.        [P"'S"'  +  PS  2  =   ^^  '"!,'^,^''^'  !p'2p"2  ^  ^■'2^"2. 

—  ^^4^Ap'^Ä"2  _|_  P"2S'T, 
■/.  -o  -  ' 
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(36.)      {P"'S"'  —  PSy-  —  ^^^-^-^rF^^^^^P'-P"-  +  ^S-'-^^S"'-^ 

Tö  -(77   - 

""2    '"2 

293J  Diesen  fügen  wir  mehr  der  Besonderheit  halber  als  der 
Nützlichkeit  wegen  noch  an : 

P"'2^"'2_  p-is"?.     =  Q"'ur^  —  Q^-P'i, 

p2S"'2     _p"'2^'2    =    Q'2P"2     _Q"22^'2^ 
p"2^-"'2  _  p'2-^2     ==   Q"'Ur^  —  Q2P'2, 
p'2^"2    _p"2^-2     =    Q'-ljr-^    —Q"Ui'i, 

p'2^'2    _  p"2,S'"2  =    Q'2p'2  _  Q"2p"2^ 

p'2^"2    _  P"2y2  =,    Q2p"'2  _  Q"'2p2^ 

p"'2^>"2_  p2^'2     =   Q"lJi"'i  —  Q'2P\ 

p2,S"'2      _p"'2^'2=   Q2p"2  _Q"'27>'2^- 

etc.     etc. 

die  sich  auf  das  Leichteste  aus  den  Relationen  zwischen  den 
Producten  je  zweier  herleiten.  Endlich  sei  noch  angemeriit, 
dass  sie  für  ?^  =  0,  w'  =  u  wieder  in  die  Gleichungen  (25.) 
bis   (28.    übergehen. 

DifFerentialrelationen  zwischen    den  Functionen  P.   Q  etc. 

Da  man  keine  zweite  algebraische  Relation  zwischen  den 
Functionen  P',  S',  P",  -6""  finden  kann,  muss  man  zu  den 
Differentialen  seine  Zuflucht  nehmen.  Betrachten  wir  daher 
den  Ausdruck  P'ö^S'' — -6''öP'.  Zuerst  ist  offenbar,  dass  er 
die  Perioden  iA,  AB  hat-,  da  wegen  P' {u -]- 4  A)  =  P' 
auch  dP'{u-\-4A]  =  öP'  etc.  sein  wird.  Zweitens  hat  der 
Ausdruck  e^ ""  +  2» '"'^ (P' ö aS"  —  .S' ö  P'j  die  Perioden  1  K,  4  L , 
was  folgendermaassen  gezeigt  wird.     Es  ist 

ö (e'"'-'  +  '■'"■"' S')  =  e'«'  +  '•'"'■-■(> *S"+  (2 r u ö u -\-  2 r'u"^ it) e"'-  +  '■'""' S', 

h  [e'"'' +  '■'»"' P')  =  e«'^ +  ''"'-■(•)  P'+  (2r?<ÖM+  2r'w'(Vw')e'"'+''"''P', 

woraus  durch  Multiplication  mit  e'"'' +  '''"'' P'  und  e"'-  +  ''"''S" 
und  .Subtraction  wird: 
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[e'"'-^ '■'""' P')b  y' +  >■'"'' S')  —  [e'-"'  +  ''"''S')i^[e'-"'  +  '-'"''F') 

Da  min  das  eine  Glied  der  Gleichung  die  Perioden  4  K  und 
4Z/  hat,  so  wird  das  andere  dieselben  haben.  Der  Ausdruck 
F'hS'—  S'hP'  wird  daher  durch  die  Functionen  P,  Q  etc. 
ausgedrückt  werden  können;  d.  h.  linear  durch  die  Quadrate 
P-,  Q-  etc.  und  die  Producte  je  zweier  PQ^  PR  etc.  Dies 
aber  lässt  sich  unter  Benutzung  der  Reihen  beweisen. 
Sei  der  Kürze  halber  gesetzt: 

Mi=    e'-(«  +  2a,A-+26,/.)-4-...^ 

so   wird 

e'«'-'  +  '-'""P'    =  .S-(— l)6'J/i, 

e''"'^  >■'"'- iS'  =  >y  —  IjM/, 
(>J7,  =  {-Iriu  +  2at/r+  -^^\L  ^u  +  . .  . }  J/i, 
()3/  =  (2r(/«  +  '2a  +  1/1'+  :2b  +  i  L)<)ii  -}-  .  .  .} J/, 
^,,,.  +  ,-„•.  ^  p'  _|_  ,  2 ,. ^^ ö  u  +  2  r'«'ö  u')  P' 
=  ,5'^— r^"(2r  2a,/f  +  2biP)ö«^  +  .  .  .  )J/i 
H-.S'(— l)t''(2r«ÖM  +  .  ..}iT/, , 
[294]  also 

em^+rn-^^ p'  ^  ,5' ^_  i)b. [2 r{2 ai 7i  +  2 b, P) ö ^i  + . . .)  J/, 
und  ähnlich 

e'-"'  +  *-'"'-«ö^''  =  ^';  — 1)6(2  r((2a  +  i;i/i'+i26+l)P)ÖM  +  ...}3/. 
Daraus 

e- '  "^ + 2^ '"'■-■  rp'ö^"—.s"i^p')     '      '^    • 

^^-f— l)''  +  6'{2r(;2a  — 2ai+  l)7f 

+  (2b  — 2bi  +  i)P)ö«^  +  ...}JP1/,. 
Setzt  man  aber 

a  +  ai  =  £,  6  +  6;  =  ■>, 

so  wird 

woraus 


26  A.  Göpel. 

C'2  '■"■-'  +  2 ru'-:  i[P'  ö  S'~S'^  P') 

=  S{  2  r((2  £i  + 1  ]  /i+(2  ^,  + 1)  Z)  ö  «H- . . .}  6^2 -•((^.+A)A-+(;., +*;/)■-•+... 
v^  <^[ ^yt f,2,\n  +  {t  +  ^:}K+i;t-r\]Ly-  +  ...  • 

da  in  dieser  Formel  £  \md  e^  zugleich  gerade  oder  ungerade 
Zahlen  sein  müssen  und  desgleichen  -d-  und  d-\ ,  so  muss  man 
z\A'ischen  geraden  und  ungeraden  Wertheu  unterscheiden.  Be- 
zeichnet man  daher  die  Reihe  ,S'e2'("+(«  +  ^)-»^'+^»+^W'  +  ---  mit 
T] ,  r/, ,  T"] ,  TF]  je  nachdem  e  und  .'/  beide  gerade,  oder 
£  ungerade  und  d-  gerade  etc.,  so  erhält  man: 

(37.)  e2m2  +  2rV=^-(p'ö^'_^"öP') 

Die  Coefficienten  sind  offenbar  die  Werthe  der  Differentiale 
von  T, ,  Ui,  J\,  Wi  für  «  =  0,  ti  =  0.  Die  Reihen 
Tj ,  Ui ,  T\ ,  TF)  aber  sind  genau  dieselben ,  in  die  die 
Prodncte  P'S',  P">S",  Q'B',  Q"Ii"  etc.  entwickelt  werden 
können ;  das  kann  man  ohne  Rechnung  aus  den  früher  ange- 
führten Formeln  ersehen.  Abgesehen  von  den  Vorzeichen 
( — 1)^,  ( — l)'"  und  jenen  Differentialfactoren  verhält  sich  die 
Sache  genau  so.  Drücken  wir  daher  T] ,  C/j ,  V^ ,  iJ\  durch 
die  Producte  PS,  P"',S"',  QR,  Q"'E"'  etc.  aus  und  sub- 
stituiren  die  Werthe  in  die  Gleichung  (37.) ,  so  nimmt  diese 
die  Form  an: 

(38.)     P'hS'—  >S"hP'  =  aPS+  hP"'S"'+cQR  +  cia"P:" 
+  a,  P'S'  +  h^  F"S"  +  q  Q'R'  +  d^  Q"R'\ 

w'obei  a,  b,  c,  d  etc.  Differentiale  von  der  Form  fhu-{-f'hu' 
und  y  und  y"  Constanten  sind.  Wir  haben  aber  gesehen,  dass 
die  einzelnen  Producte  Q'R',  Q" R"  durch  P',S'  und  P"S" 
ausgedrückt  werden  können,  also  (nach  Aenderung  von  i/  in 
u  +  A)  auch  QR,  Q"'R"'  durch  PS,  P"'S"',  und  nun  erhält 
die  Gleichung  (3S.     die  Form: 

(39.)     P'i^,S'—S'hP'  =  aPS+bP"'S"'^aiP'S'-\-biP"S". 

[295]  Eine  genauere  Bestimmung  derselben  erfolgt  leichter 
durch  specielle  Werthe.  Zu  dem  Ende  muss  man  bemerken, 
dass  die  Differentiale  der  Functionen  Q',  Q'",  R"  etc.,  näm- 
lich derer,  die  für  tc  =  0,  u'  =  0  endliche  Werthe  annehmen, 
für  dieselben  Werthe  verschwinden.     Man  findet  nämlich 

ö  P'  =  ,S'  —  1  )'^'  (  2  r  (2  a ,  A'+  2  6,  L)  ö e^  +  . . . } e*^2 a,  a  +  2b./.)-'  + . . . ; 
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ändert  man  daher  a^ ,  i\  in  —  aj ,  —  61 .  was  den  Werth  von 
hP'  nicht  berührt,  so  verwandelt  sich  das  allgemeine  Glied 
in  das  entgegengesetzte;  diese  zwei  Glieder  zerstören  sich 
also.  Die  Differentiale  der  übrigen  sechs  aber,  nämlich  von 
Q,  Q",  B,  B',  S',  S",  verschwinden  für  u  =  0.  u' =  0 
nicht;  deren  specielle  Werthe  seien  mit  öz,  ö/",  öo,  hg', 
ho',  öa"  bezeichnet.     Man  findet  z.  B. 

ö/.  =fhu  -t/'Öm', 
wo  gesetzt  ist 

•//  =  ^(_ila+b2r((2a+  l)7i'+26i)e^(C2a-i-i)A-+26zy--  +  ...^ 

und  so  fort.  Nach  dieser  Festsetzung  geht  die  Bestimmung 
der  Coefficienten  folgendermaasseu  vor  sich.  Aus  der  Gleichung 

(39.)     P'Ö.S"— >S"ÖP'=  a  PS  +hP"'  S'" +a^P'  S'  -\-b^P"S" , 

folgt  durch  Aenderuug  von  u  in  u-\-K-\-L  unter  Zuhülfe- 
nahme  der  Tabelle  (S.) 

P"6S'—S'}iP'=  aPS+hP"'S"'—a^P'S'—h^P"S". 

Die  Coefficienten  a^  und  h^  verschwinden  daher  offenbar  und 
es  bleibt 

(40.)     P'hS'—S'hP' =  aPS-\-hP"S"'. 

Hieraus  aber  wird  durch  Aenderung  von  u  in  U'{-A-\-B 

(41.;      P"-bS"—S"hP"=  aP"'hS"'A-lPS, 

woraus  für  «  =  0,  u  =  0  die  Coefficienten  a  und  b  bestimmt 
werden  durch  die  Gleichungen: 

.       (m'ha    =  aröo      -r-büj"'o"\ 
\m"^a"  ^  am"'G" -\-  b^a , 
die  uns  die  folgenden  Werthe  verschaffen: 

,      >      (■/"'-Q""-a  =  m"xTi"'a"''^a" — mm'oha\ 

\-/."'2^"'2^    =    ^/üj"'G"'ho' (7jZy"(7Ö(7". 

Es  werden  aber  andere  Werthe  auf  folgendem  Wege  gefunden. 
Aendert  man  u  in  u-\-K,  so  ermittelt  man  aus  den  Glei- 
chungen   40.)  nnd   (41.): 

:44.:      Q'hR'—P'hQ'=      aQR+bQ"'P"', 

(45.;      Q"hR"—  P"h  Q"  =  —aQ"'B"'—bQP, 
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[296"}  woraus  für  u  =  Ü,  u'  =^  0  hervorgeht: 

l  (>    0  Z      =     (/  /.      (>      , 

das  aber  sind  Gleichungen,  die  nicht  nur  viel  einfacher  sind, 
als  die  Gleichungen  (42.)  oder  (43.),  sondern  auch  nach  Eli- 
mination von  a  und  h  Relationen  zwischen  den  Dilferentialen 
öa',  ötf",  öo',  ö/."  darbieten,  nämlich: 

_     ,       f  7."'o"'p"<)//' =  ?r>"nj"'(j"'()(;" — ä»?rf'fTÖa', 

f  4  7  I 

Auf  ähnliche  Weise  findet  man  die  Gleichungen: 

/     r^  \  \v.'o'ü"'^V.     =     öyt7j'(7"'Llf7"  Ttj"  lö" '  U  {)  (j' , 

(48.1       •>    ,  „\„-  „  „,,    ,  ,    „,    .    ,/ 

Mehr  Relationen  aber  zwischen  den  DifFentialen  öx,  c)(<  etc. 
giebt  es  nicht,  da  wegen  der  Unabhängigkeit  von  öw  und  bu' 
zwei  willkürlich  bleiben  müssen.  Wenden  wir  also  die  Glei- 
chungen (4G.)  an,    so  gelangen   wir  zu  folgenden  Relationen: 


f49.1 


y.   Q  y.   Q 


so  dass  schon  drei  Gleichungen  zwischen  den  Grössen  P',  8' , 
P",  S"  bekannt  sind  (hierbei  fasse  man  die  Producte  PS, 
P"'S"'  als  durch  P\  S\  P",  S"  ausgedrückt  auf,  was  nach 
dem  Vorhergehenden  erlaubt  ist).  Von  diesen  Gleichungen 
ist  die  eine  33.)  algebraisch  vom  vierten  Grade,  die  anderen 
beiden  sind  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Die 
tibrigen,  die  mau  noch  den  Gleichungen  (49.)  ähnlich  finden 
kann,  lassen  sich  algeliraisch  aus  jenen  drei  ableiten;  was 
man  aber  von  vornherein  zeigen  kann. 

Man  muss  daher  noch  irgend  eine  vierte  Gleichung  eruiren 
und  zu  diesem  Zwecke  zu  den  zweiten  Differentialen  aufstei- 
gen. Ich  behaupte  aber,  dass  man  die  Form  P"(Y-/^'  —  öP'"^ 
linear  durch  die  Quadrate  von  P',  S\  P",  S"  ausdrücken 
kann,  wenn  nur  die  Differentiale  ö//,  i^w'  constant  ge- 
setzt werden.     Zuerst  nändich  sieht  man  wegen 

ö  P'[u  +  4  Ai  =  .-)  P',     i)U"{u  4-  4  ^)  =  ö'^ P' 
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ein,  (lass  jener  Ausdruck  die  Perioden  4A  und  47?  hat. 
Setzt  man  ferner    der  Kürze  halber  e' "'-  +  ''«"-  =  M,    so   wird 

,-) [31P')    =  J/ö P'  -\-{2ruhu+2 r'u' h u) 3IP', 

h-^MP')  =  JAV^/^'+  •2[-2ru^u-ir2r'n'bii']3nP' 
+  (2  ra ö  u  +  2  i-'u'^ti']  2  J/P'4-  (2  r ö  «2  _^  9  r' (^  </)  J/P' 
+  {2ru^hi-\-2r'u'bhi')MP\ 
[297]  und  es  geht  die  Gleichung 

[MP'  r-{3IP')  —  ö {3IP')^  =  31^ :P' Ö2p'_ ö p'2) 
+  {27-öw2  _j_  2r'ö^/2)(i]/P')2+  (2r?/ö2«  +  2;-'«'iV2e/;P/P')2, 

hervor,  aus  der  erhellt,   dass  die  Form 

^,2 ,7,-^  +  2  ,'«'■->  ( 7J'52  p'_^JJ'l) 

die  Perioden  4/1"  und  4P  hat,  wenn  man  nur  ()-ii  =  0, 
ö2m' =  0  setzt.  Man  kann  daher  P'ö2p'  — ÖP'2  einem 
Ausdrucke  folgender  Form  gleichsetzen: 

aP2  +  bQ-i  -{- c P-^ -^  . . . -i-  aPQ  +  j^PIi  +  yPS  +  . . . 

Fügt  man  aber  die  lueremente  der  Argumente,  die  in 
Tabelle  (7.)  ersichtlich  sind,  hinzu,  so  wird  P'b-P'—hP"^ 
nicht  ge<ändert.  Eben  so  wenig  die  Quadrate  P2,  Q'~  etc. 
Von  den  Producten  PQ,  PP  etc.  nimmt  immer  irgend  eines 
den  entgegengesetzten  "Werth  an,  weshalb  sie  sich  wegheben 
müssen.  Endlich  können  die  Quadrate  P'^,  Q-  etc.  mit  Hülfe 
der  Gleichungen  (31.)  auf  die  vier  P'2,  >S''2,  P"2,  S"-  reducirt 
werden.     Es  bleibt  also  eine  Gleichung  von  der  Form: 

p'^ip'^^p'2  =   ,.p'2_^^,s"2  +  cP"2  +  f/y2 

übrig.  Die  Coefficienteu  werden  auf  gewohnte  Weise  bestimmt. 
Zu  dem  Ende  ist  zu  beachten,  dass  sechs  zweite  Differentiale, 
nämlich  h'^Q,  Ö2Q",  Ö2p,  027^/^  ö2,S",  ö2.S"'  für  u  =  ü, 
u'  =  0  verschwinden.  Die  übrigen  nehmen  endliche  Werthe 
an  und  werden  durch  (Vcr,  h'-m'  etc.  bezeichnet.  Sie  haben 
aber  folgende  Form: 

?)2?7r  =  ahu-  -^  2bhu(iu' -\-  ch'u'-, 

wo  a,  h,  c  constaut  sind.  Uebrigens  lassen  sich  diese  Diffe- 
rentiale alle  durch  irgend  eines  ausdrücken.  Denn  da  z.  B. 
P^P' — P'hP  =  der  Summe  aus  den  Producten  je  zweier, 
so  geht  nach  Differentiation  für  u  =  0,  u'  =  0  hervor,   dass 
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wh-~)' — öj'ö'-rrr  =   einer    Grösse,    die    von    Constauten   und 
von  den  Grössen  öx,  öo  etc.  abhängt. 
Hiernacli  findet  man  die  Gleichung: 

50.)  PV-F'—hP'"^ 


w  -1  —  m  4 

-//2^-/"2  — g"2^Q^2 


üj'^  —  er"-* 


-S' 


.p"2  ^ 


j;7"2öo-"-^  — fü'2f)ff"-i 


?ö 


■^~üj"i 


Q'"2 


sowie  auch  ähnliche  für  die  Ausdrücke  Ph'-F  —  öP-, 
Qh-Q  —  öQ-  etc.;  dass  diese  zur  zweiten  Gattung  unserer 
Functionen  gehören,  wird  man  weiter  unten  sehen.  Vor  allem 
aber  bemerken  wir. die  Formel: 

(5 1 . ,     (P'P"-h  >s'.s"':  ö2  ;p'p"+  *S''^"')  —  ö  {P'P"-{-  s'sy 

=  a[P'P"+  S'S":  2  +  h  (P'2>S"'2  +  P"2,S'2)  +  cP'P"S'S" 

+  frp'2,s"2  4-P"->s"'2), 

[298]  wo  die  Constauten  a,  h,  c,  d  bestimmt  sind  durch  die 
Gleichungen : 

-     ac-'fö"      =    ?7>'ö2?T7"4-  c-"ö2c7j'+  2Ö(7Ö(t", 
^,>,'2^"2    =    _   ■//tV."+^"öo')2^ 

c//."'2^"'2=    (-/"öx._o"'öo)2, 

a  (57  m"'  +  (7ff"')2  +  h  JrA  g"'-  -j-  üt"'2(72) 

+  f/(fö2ff2  4-  n7"'2(7"'2)  +  c?rrcT"'(7a"' 
1=  (57?7"'+(7(7"')(«^Ö2r^"+ay"'ö23?  +  (JÖ2(;"'+(7"'b2o-). 

Von  besonderem  Gewichte  ist  die  Bemerkung,  dass  die  Diflfe- 
rentiale  V-xuS^  ö2^'  etc.  aus  dem  Werthe  von  c  eliminirt  werden 
können  unter  Heranziehung  der  Gleichungen: 

(>V"(fü'ö2GT  — t?TÖ2?;j')     = -/(T"'ö/.öa"— -/"o-("^/."ö^', 
^'V"(7ö"ö2n7"'— fö'"ö2?7T")  =  x'ffö/.öa'  — -/."'o-"'i)/;'ö(;", 

J"/;"(V"Ö2C7"— 57"ö2o-"')    =  ct"'o"'Ö(7"Öx"+  fTT/.'ö  (J'Ö  (), 

^"-/"  o^(Y2n5'  —  ?5'ö(7)       =  f7r"'-/.'ö(7"ö(>  +  n7^/"öo-"ö-/.". 

Obgleich    wir   nun    zu   unserem   Zwecke    eine   genügende 
Anzahl  von  Differentialgleichungen  haben,  ist  es  dennoch  inter- 
essant   anzumerken,    dass   man   Gleichungen    aller  Ordnungen 
auffinden  kann,  die  die  Form  haben: 
X ö"  y  —  w  ö  X l "-1  r  +  ^^2 «^ -  A' ("^ "--  Y—  n.^ ö» X ö"-3  F  +  etc. 
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gleich  einer  rationalen  ganzen  Function  zweiten  Grades  von 
P',  »S'',  jP",  S",  wo  X  und  Y  au  Stelle  von  irgend  zwei 
der  Functionen  P,  Q,  R  etc.  stehen.  Dies  kann  auf  jede 
der  beiden  Weisen,  die  Anfangs  dieses  Kapitels  gebraucht 
wurden,  gezeigt  werden.  Ja  es  giebt  keine  Differential- 
gleichung, die  nicht  auf  solche  Weise  zusammengesetzt  wäre. 
Gerade  jene  Gleichung  gilt  auch,  wenn  man  für  X  und  Y 
irgend  welche  ganze,  homogene  Functionen  der  P,  Q,  R  etc. 
von  gleicher  Dimension  einsetzt.  Endlich  gilt  sie  auch,  wenn 
man  die  Argumente  der  einen  Grösse  (A)  um  beliebige  Con- 
stante  vermehrt,  die  der  anderen  (Y)  um  dieselben  Constauten 
vermindert;  das  würde  dann  so  aussehen: 

X  u  -{-  a,  u  4-  «'  ö"  Y  u  —  «,  u —  u'\ 
—  /2.Ö  ^  a  +  «,  u'  -\-  a')()'*~'i  Y[u  —  «,  n' —  u]  -f-   etc.  = 

einer  rationalen  Function  der  P',  >S'',  P",  S"  etc.  Weiter 
unten  wird  man  sehen .  dass  dies  zu  der  dritten  Gattung 
von  vierfach  periodischen  Functionen  Veranlassung  giebt. 

Transformation  der  Differentialgleichungen. 

Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  sowohl  die  endlichen  als  auch 
die  Differentialgleichungen,  deren  Bestehen  wir  unter  den 
vier  Grössen  erkannt  haben,  etwas  genauer  durchzunehmen, 
um  zu  beweiseu,  dass  unsere  Functionen  zu  den  Abel- 
schen  Transcendenten  erster  Ordnung  gehören. 

Hier  ist  nun  vor  Allem  die  eine  und  bemerkenswerthe 
Thatsache  zu  beachten,  dass,  obwohl  die  drei  früheren  Glei- 
chungen, nämlich  (33.)  und  49.),  zur  Bestimmung  der  vier 
Grössen  P'.  .S',  P",  S"  nicht  ausreichen,  sie  doch  die  Quo- 
tienten je   zweier  [299     mit   aller  Strenge   definiren.    nämlich 

.V'      P"      S" 
die  drei  Grössen  —7-,   -^7,   y^y  ,   deren  vierfache  Periodicität 

wir  oben  festgestellt  haben.      Daher  bleiben   wir   hier    stehen 
und  lassen  die  übrige  Gleichung  ^50.    vor  der  Hand  bei  Seite. 
Die  Gleichungen  (49. 

r^s'-s'^p'  =  Qi,ps+^p'-'s-", 

,P"^s"~s"i^p"  =  4^p,^+^;^p"',s"" 

addiren  und  substrahiren  wir.  wodurch  kommt 
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{{P'^S' — S"öP';  -f    P"hS"—S"^P") 


P"'>S"'+PS 


(54. 


=  ö« 


'P'öA-'_A"äP'i  —  'P"hS" V"ÖP") 


P"'.v'"  — p,y 

'  \  I       it  -^  ff 

/.    0  0   O    0  7. 


/.     O 

Setzt  mau  der  Kürze  halber 

P"'s':'^ps 


bp. 


(od. 


P'P" 

so  geht  (5J.)  über  in 
(56.)      '^^^^i 


P' 

p"'.v"'— p.y 
'P.         P'p>       =  ^- 


ö« 


=  ö^^ 


Die  Werthe  von  ä,  r/),  (/>,  ausgedrückt  durch  die  Grösseu 
P\  S\  P'\  S"  oder  vielmehr  p.  q,  sind  aus  den  Gleichungen 
(33.  ,  .35. ),  (3().i  abzuleiten.  Führt  man  nämlich  folgende 
Bezeichnungen  ein 


■/.    -p    '- 


ö7'-l  +  57' 


"•1 


2z;  = 


2     •      '*  C7'2i37"2 

ö7ffc-"'(7"'  fö'^  — W"|)2 


y.'-o"'-  ' 


Z-  = 


(57.)    .' 


?^'2?ü"2>,'2^"2 
..'"•1  „"'■) 


2  (77  CO    (J(J 


m  -ü) 


l7r."t      ' 


?r7'2f77"2 


woraus 


£2  —  1 


/"l__^/"l,2 


(n?'^— ÖJ"-«   2 


SO  gehen  die  Gleichungen  (33.)  bis    ;3(i.)  in  folgende  über: 


(59. 
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(1  _  2£;>2  J^p^s^  _  2  'j^l  -{-  />V;  —  Oip-^  +  q'-) 
+  2lJpq]s'i  +  (1  —  -IJEq-^  +  q^)  =  0  , 
, p"'2S""i  -4-  P2^'2 


[300]    iP"s"'  +  PS 
(60.) 

—  a(i^-  +  ?-)  +  2  c  —  q.^  j  , 


[^^p^-)' = 9->-  =  ;^  +  ^i)  (1  +  z^?"-^) 


(61. 


(        F'F'   -]   =^-=^^-^^)^ 


p'q"-) 


Zur  Lösung    der  biquadratischen    Gleichung  (58)  bemerke 
ich,  dass  aus  den  GH.  (59.)— (61.)  folgt: 

(1  _  ■lEp''-  +p*)s'-  —  ;i  -  -lEq'-  +  q')y, 


=  -ly  [£-^  —  1)  ff  ip  . 
Ans     5S.)  selbst  aber  folgt  doch 

(l  —  2£>>2  _|_  pi^g-^  +  (l  —  '2Eq^  +  q\  — 

=  2(F1  -hp'Y)  —  ^'(/^^  +  f)  +  2l>i'?) , 
woraus 


(62.>2 
(63 


1   —  2ii>2_j_^j4 

1  _ i^;  1  +;>2 J-)  —  C(;>2 4_ ^2)  _|.  2  Dpq — |/  (£2_i)"  ^ ^ 


'52  1  _  2iVy2  _|_  ^4 

Substituirt  man  daher  diese  Werthe  aus  den  Gll.  (60.;  bis 
(63.)  in  die  Gll.  (56.),  so  ist  die  Bestimmung  von  p)i  q 
reducirt  auf  die  Integration  algebraischer,  irra- 
tionaler Grössen,  die  von  3  Gleichungen  zweiten 
Grades  abhängen,  zwar  von  beiden  zusammen,  da  ja  beide 
unabhängige  Variable  p  und  q  eingehen,  aber  doch  alge- 
braisch. Integrirt  man  nämlich  die  Gll.  (56.  ,  so  gehen 
folgende  hervor : 

Ostwald's  Klassiker.    67.  3 
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fG4. 


fÜ^>  =  ,„,  j 


6'Ö/^ 


hq 


6 


cVy 


deveu  DiÜereiiiiale 


'/ 


und 


W 


offenbar 


exacte  Differentiale  sind. 

Wir  haben  uns  nun  zu  bemühen,  die  Variabein  zu  trennen; 
d.  h.  Avir  müssen  an  Stelle  von  p  und  q  zwei  andere  Va- 
riable einführen,  welche  die  Integration  auf  einfache  Quadra- 
turen nach  den  einzelnen  Variabein  zurückführen.  Freilich 
ein  schweres  Unternehmen,  wenn  man  die  verwickelten  For- 
meln, die  die  Werthe  von  <f,  j/',  s;  —  ausdrücken,  berücksich- 
tigt. Doch  gelingt  es  mit  glücklichem  Erfolge  durch  die 
Substitutionen 


(65. 


P 


yJz  +  zJ;i 


<1  = 


1  —  y/^c^ 


wo  J//  =  y  [  -^  2ii'y- 


r 


jz  =  y  [ 


■lEz'^A-z^ 


gesetzt  ist.     Durch  Ausrechnung  erhält  man; 


[301] 


¥  ^  ^y  ,   ö- 

jjp       Jij       z/z 


r 


öy         öy         0.2 
'     Iq^j'y'^Jz 


l'-^V 


(G6. 


[l—f-zr)-iiir-=-^[b-h,)X 


C—E—J) 


w, 


r-^^+^ii^ 


i' 
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die   Gll.  (56.)    aber    köunen    auf    folgende   Weise    dargestellt 


werden 


(07.) 


,f  \iJp    '    IJq] 

ff  \-lJp         2Jq) 


u> 


•iJp         -Uq) 


^  U>  \2Jp         -Uq) 

Setzt  man  hier  die  Wertlie  aus  den  Gll.  (66.)  ein,  hebt 
die  gleichen  Factoren  in  den  Zählern  und  Xennern  und 
schreibt  der  Kürze  halber 

C—E  —  D       ^  C-\~E—7) 

C+E+  D  _  <^'—  ^  +  ^^  _  77 

F-ri        -^'^  F-V        -^'' 

SO  entstehen  die  gesonderten  Gleichungen 


(68.), 


—  1/(6  —  ^)0^'  . 


3* 
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[302]  Da  aber  jene  Substitution  nicht  so  auf  den  ersten 
Blick  einleuclitet,  so  scheint  es  mir  nicht  unzweckmässig-  ihre 
Analysis  hier  beizufügen;  und  dies  um  so  mehr,  als  es  in 
ungewohnten  Dingen,  die  bisher  Niemand  auch  nur  von  Ferne 
berührt  hat,  lohnend  ist,  die  Methoden  zu  kennen,  mit  denen 
etwas  Nützliches  erreicht  werden  kann. 

Trennung  der  Variabein. 

Beachtet  man  sowohl  die  vierfache  Periodic! tat  der 
Functionen  p  und  </  als  auch  die  Reduction  auf  zwei  unab- 
hängige Argumente,  sowie  die  algebraische  Form  der  Diffe- 
rentiale, so  erräth  man  leicht,  dass  nach  einer  passenden 
Substitution  würd  entstehen  müssen 


s'i^p  -\ ö</ 


[a-^-ßx'iiX       [a -\- ['ix')~isx' 

-\ -= =  0« 


6Ö/J ^  Ö(/ 


9  y  X.  ]/X' 

(«1 +/i,  .r)ö.r       (ai  +/?ta:')öa:' 


=  lv 


4>  yx  yx' 

wo  X  und  X'  rationale  ganze  Functionen  fünften  und  sechsten 
Grades  darstellen,  wie  das  bei  den  Aberschen  Transcendenten 
erster  Ordnung  der  Fall  ist*). 


*)  Diese  Dinge,  die  Herr  Jacohi  über  vielfach  periodische  Func- 
tionen mehrerer  Argumente,  die  man  passend  in  die  Theorie  der 
AbePscheu  Functionen  eingefulirt  hat,  auf  das  schärfste  ausgeführt 
hat  (vergl.  Grelle  Journal  iBd.  32,9  und  Bd.  2,  13),  müssim  für  ge- 
nügend und  völlig  bekimnt  gehalten  werden.  Wir  übersehen  daher 
an  dieser  Stelle  und  wollen  auf  eine  andere  Gelegenheit,  falls  sich 
eine  darbieten  wird,  das  verschieben,  was  wir  selbst  einst  in 
diesen  Dingen  ersonnen  haben;  wenn  auch  unsere  Unter- 
suchungen wesentlich  weiter  reichen,  da  sie  nämlich  hergeleitet 
sind  aus  Betrachtungen  von  Integralen  im  Allgemeinen,  nicht  aber 
aus  dem  einzigen  Falle,  wo  die  Quadratwurzel  aus  einem  in  reelle 
Factoren  zerlegbaren  Polynome  gezogen  wird.  —  Fines  nur  möchte 
ich  gern  schon  jetzt  über  den  Gegenstand  anmerken,  was  jener  be- 
deutende Gelehrte  wegen  der  Absurdität  der  dreifachen  und  erst 
recht  der  vierfachen  Periodicität  gegen  die  Betrachtung  von  Func- 
tionen einer  einzigen  Variabein  ins  Feld  führt.  Der  Aussage  näm- 
lich, dass  jede  dreifach  periodische  Function  eine  Periode  kleiner 
als  jede  gegebene  Grösse  habe  und  dies  absurd  sei,  glauben  wir 
zwar  im  ersten  Theile  mit  ganzer  Seele  beistimmen  zu  müssen, 
sehen  aber  nicht  völlig  ein  (mit  Verlaub  eines  so  grossen  Gelehrten 
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Umgekehrt  ist  es  dalier  nötliig,  dass  man  auch  von  den 
Aberschen  Transcendenten  nach  Ausführung-  einer  passenden 
Substitution  der  Variabein  x  und  x'  zu  unseren  Diiferential- 
gleichungeu  gelangen  kanu.  Die  Grössen  x  und  x'  können 
aber  angesehen  werden  als  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung  Ux- — 21/' x -\-  U"  =  0  ,  deren  Coefficienten  ra- 
tionale oder  lieber  »uniforme«  (transcendente)  Functionen  der 
beiden  Argumente  u  und  r,  oder  u  und  u'  sind.  Deshalb  ist 
es  [303]  auch  gestattet,  sie  gleichwie  rationale  algebraische 
Functionen  von  p  und  q  und  den  übrigen  Quotienten  je  zweier 

(— :^  ,     -  ,  etc.)  zu   betrachten,    da   diese  ja    selbst  uniforme 

Functionen  der  Argumente  u  und  u'  sind.  Dazu  kommt  noch, 
dass  eine  solche  Substitution  Ux-  —  2  U'x  +  l"  =  0  auf  das 
beste  zu  unseren  Gleichungen  stimmt,  denn  da 

r  +  V{U'-'  -^mr] .  ^         ,       r  w     i   ^/^ 

X  = ■ —       ^^ ist,  so   nehmen  die  Wurzeln  1/  X. 

Tj 

und  y  X^  ofifenbar  dieselbe  Form   y  ^^  +  -^^  1^ ( ^'-  —  ^^^'") 

an,  die  gerade  s  hat  (vergl.  Gl.  [62.)  wo  das  Product  ipip 
die  Quadratwurzel  aus  einer  rationalen  Function  darstellt). 
Nichts  desto  weniger  ist  dieser  Sache  noch  eins  hinderlich, 
was  von  grösster  Bedeutung  ist.  Es  sind  nämlich  die  beiden 
Wurzelgrössen   Y{U'^ —  üU")   und    rpip ,     die     algebraisch 

.  ,    .     ..      /•,..,•  ,V{U'-^—uü" 

commensurabel  sein  müssen  (es  ist  namlich = 

(p  ü> 

einer  rationalen  Function  von  />,  q  und  den  anderen  Quo- 
tienten   je     zweier),     ihrer    Natur     nach    sehr    verschieden. 


zu  sagen)  welche  Absurdität  hier  vorliegt.  Wo  endlich  sollen  wir 
annehmen,  dass  die  Ursache  dieser  Absurdität  liegt?  Etwa  in  den 
Elementen  oder  im  Begriff  des  Integrales  oder  der  Function? 
Wenn   man  aber  das   Alles*)  wohl  abwägt,  so  scheint  hier  aller- 

/(«  +  ßx]  bx 
77== zurückzuweisen  zu  sein,  nicht 

jedoch  wegen  der  vermeintlichen  Absurdität,  sondern  insofern  al- 
gebraische Relationen  zwischen  den  drei  Grössen  x{u),  x{v)  und 
x{u  +  v)  zur  Untersuchung  kommen,  eine  solche  Relation  aber 
nicht  existirt.  Ja  wir  glauben  sogar,  dass  der,  der  transcen- 
dente Relationen  zwischen  jenen  auffinden  will  [was  kaum  die 
Aufgabe  unserer  Zeit  zu  sein  scheint),  ein  sehr  weites  Arbeitsfeld 
finden  wird.^) 
*;  !?  J. 
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Wälireud     die     eiue    Function    q  ip,     die    wir    der    Grosse 

p"'2,5'"'2 p2jS'2 

.^     ^,.^ gleichgesetzt  haben,  als  rationale  Function 

erscheint,  muss  man  die  andere  ylU'- —  UU")  dagegen  als 
irrational  ansehen,  wenn  wir  nicht  glauben  die  einzelnen  Va- 
riabein X  und  x'  rational  durch  die  Argumente  u  und  //' 
ausdrücken  zu  können. 

Man   wird   daher  jene   Function   s   mit  Hülfe  der  Formel 


in  eine  andere  Form  transformiren,  die  für  sie  charakteristisch 
ist.  Das  aber  geschieht  leicht  im  Hinblick  auf  die  Formeln 
(62.)  und  (63.)  durch  deren  Multiplication  herauskommt 

lon  .  iF{i  -^if-q^-)  -  Cf-  +  q^)  +   •IBpqY 


Es  wird  daher  sein 


(70.) 


'\f  -IG  -^r-lJp  Jq         Y>(J  —  ■IJpJq 


1  ]/  2  Cr  +  -Uj)  Jq         ]/  2  6^  —  2Jp  Jq 


6  -iJq  2Jq 

WO  der  Kürze  halber  gesetzt  ist 

G  =  F[l  +p-^q'~)  —  C(/ß  -h  ry2)  +  2Dpq  : 
danach   gehen   die    Difterentialgleichungeu   (56.)    in  die   über, 
die  wir  unter  Nummer  (67.:   lesen: 


f71.) 


y  2  (y  +  -iJp  Jq  i   hj)  ^q   \ 

<f  yiJp  "^  2  Jq) 

y  2G—2JpJq    I   hp  hq 


'P 


\2Jp        2Jqj 

y  2G-2JpJq  /^    ,      ^(/   \ 
\2Jp'^2Jqf 


]/  2  Cr  +  2Jp  Jq  l  hp  hq 


(_}P ^J  \ 

yiJp       2J(/j 


^y 


Ui  \2Jp 

[304]  deren  Form  sich  den  früher   erwähnten  Ueberlegungen 
aufs  schönste  anschliesst.    Denn  die  Grösse  JpJq,  die  unter 
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den  Wurzelzeichen  erscheint ,  ist  in  Wirklichkeit  irrational, 
was  aus  den  Entwickelungen,  von  denen  wir  anfänglich  ausgin- 
gen, hinreichend  klar  ist.  Jetzt  aber  verlassen  wir  jene 
Ueberlegnngen,  da  das  Uebrige  sich  ganz  von  selbst  darbietet. 
Nachdem  wir  nämlich  einmal  die  GH.  (Tl.i  ermittelt  haben, 
ist  nichts  einfacher,  als  auf  die  elliptischen  Differentiale,  die 
dort  zu  sehen  sind,  folgende  Substitutionen  anzuwenden: 

die   bekanntlich   nach    dem   Additionstheorem    folgende    Inte- 
grale darbieten 

yJz  +  zJy  yJz  —  zJy 

('3.)     ^'  =  nr-=^^'      ^-  i-y^z^  ■ 

Hieraus  kommt 


(74.) 


y2  _  ;r2 

pq  =  -^ ,  - 


r,,'2 


y2_(_^2)(14.y->~-2)_4^^«i~2 


(75.)    JpJq=^ 


;  1  +y2^2 ;  2_  2^1 1  +y2c2)  (y24..2)+(y.  +  ^2)2 
,  I   7/2  ~2  2 


1 

Setzt  man  diese  Werthe    in  die  Ausdrücke   für  s,  —  ,   ff  ,    ip 

(Gll.  69,  60,  61)  ein,  so  gelangt  man  sehr  leicht  zu  den  GH., 
die  wir  schon  unter  Nummer  (66.)  gegeben  haben,  und  zur 
Auflösung  in  Factoren  ist  dann  nichts  weiter  nöthig,  als  die 
Kenntniss  der  Relationen  zwischen  den  Constanten,  die  wir 
C\  Z),  E^  F,  a,  bj  c,  Äj,  q  genannt  hatten.  Zu  dem  Ende  aber 
müssen  wir  zu  den  Grund  legenden  Gleichungen  (25.) — (2S.i 
zurückgehen,  oder  was  weit  einfacher  ist.  wir  müssen  in  Gl. 
(68.)  beide  Seiten  entwickeln.  Durch  Yergleichung  ergeben 
sich  die  folgenden  Gll. 

,  _  r^—  1  _  i/2  _  ^2  _|_  1  _  CF—E 

.  b- — b{~  c-  —  q2  ab 

bc  -\-  b^  c\         ac    ^ 
sowie  aus  der  Gl.    (57.) 
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woraus  wir  ohne  Mühe  die  folgenden  ableiten; 


(77.) 


|/(C'2_i)       ^_  CF-E 


ViE-i—  1)  '  YiE^—  \)  |/(C2—  i) 


fl 


•1  l/(i-'2_l)-|/(C2_i)     ' 

(i>2  _|_   1  ^  C-2  +  £-^  +  i^2  —  2  CJSi^'  . 

Es  ist  aber  keineswegs  verwunderlich,  dass  drei  Coeffi- 
cienten  unbestimmt  bleiben,  da  unter  den  Grössen  i~.  /.,  q, 
etc.  vier  algebraisch  unbestimmt  blieben.;  denn  diese  unsere 
C,  D,  etc.  sind  Functionen  der  Quotienten  je  zweier  und  die 
[305]  GH.  zwischen  den  t~,  x,  q,  etc.  waren  homogen.  Das  ist 
übrigens  mit  der  Natur  der  ^6e/'schen  Transcendenten  völlig 
übereinstimmend,  da  sie  ja  drei  Moduln  haben.  Die  übrige 
Rechnung,  die  nun  doch  elementar  ist,  überlassen  wir  den 
Lesern  und  glauben  zur  Trennung  der  Variabein,  wie  in  der 
Gl.  (68.;,  übergehen  zu  müssen. 

Reduetion  der  Differentiale  auf  die  symmetrische  und 
gewohnte  Form. 

Die  Variabein  sind  nun  zwar  schon  getrennt,  sind  aber 
nicht,  was  zu  erwarten  war,  symmetrisch  in  der  Gl.  (68.)  an- 
geordnet. Die  Ursache  hiervon  ist  darin  zu  suchen,  dass 
wir  bei  Einführung  der  neuen  Variabein  durch  die  Differen- 
tialgleichungen (72.)  die  Integrationsconstante  schlecht  ausge- 
wählt haben;  nämlich  so,  dass  bei  verschwindendem  y  und 
z  auch  p  und  q  verschwinden.  Man  muss  deshalb  für 
eine  der  beiden  Variabein  z.  B.  für  z  eine  neue  durch  die 
Gleichung 

Jz      Jy' 

.    „  ,  ,  y'  Je  +  ezJ ii' 

einiühren,  woraus  kommt  z  =- o"ri,       ,    wo     c     eine 

1  —  e^y  - 
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willkürliche  Constante  bedeutet.  Diese  aber  muss  man 
durcliaiis  so  bestimmen,  dass  nach  Ausführung  der  Substitu- 
tion die  Difierentiale  (6S.)  dieselbe  Form  wieder  erhalten;  das 
aber  kann  offenbar  nur  geschehen,  wenn  ;:-  rational  durch  y'- 
ausgedrückt  ist.  Machen  wir  mithin  ^e  ==  0  ,  so  folgt, 
wenn  man  setzt 

.7e2  =  1  —  2Ee^  +  e*  =  (i  _  «2^2)  (i  _  ^2^2)  ^ 

e  =  a  (oder  ß).  Daraus  erlangen  wir  die  folgende  Sub- 
stitution 

«-  —  //-  ß[a^—\)ij  ^^^ 

1  _  a-ii/'i  '  "'         1  —  a-^y'2    '       y/z       JxJ  ' 

W^o   ,    J_\       E---lir-^Ey^ 

durch  Anwendung  auf  die  GU.  (68.)  kommt 

Wo,     1\  __    [E-F,)-l[\--EE,]y-^MJ^-E,)y'^ 

^~'+.2)-^4-  l-'lEy'^^y'^ 

[E-E,]  -2(1-  EE,)y'^+{E—E,)y'^ 


7S  .< 


^(--i) 


£.= 


Da  man  aber  unter  Einführung  der  Grössen  E^,  E^i  E-^^  E^^ 
und  Berücksichtigung  der  Gleichung  (77.)   hat 

\—E'E,-{-E,,)+E,E,  =  0, 

\—E[Ei-{-  Ei)  -{-  E.Ei  =  0  , 

E—Ei       i^+1 


E—E,       F—l 


[306]  so  kommt 


1—2^3^2  _|_ 

mithin  auch 


F  + 

1 

1 

—  2£, 

l/- 

+  ?/-' 

F— 

1 

1 

-2E, 

y'- 

+  /■" 

^n/ 

''i 

— 

2E,z-^ 

+ 

~4 

VW^)  j,,  ._,i..+ 


und  hierdurch    ist  die  Rednctioü   der  DifferentialgleiehuBsen 
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auf  eiue  iu  Bezug  auf  die  Variabela    symmetrische  Form  wie 
gewünscht  geleistet. 

Führt  man  daher  die  Werthe  (78.)  in  die  GH.  (73.)  bis 
(7  5.)  ein,  so  erlaugt  man  folgende  Substitutionen,  die  unsere 
Differentialgleichuugeu  (56.)  zur  symmetrischen  Trennung  der 
Variabein  umformen: 


(79. 


P  = 


ß[a^  —  \)yy'  +  c(Jii//>j' 
ß  a^  —  \)yy'  —  aJyJy' 

i  +  y-2/''-  «-(y'  +  y'') ' 
2/2  +  y'^-^^(i+j/V^ 


-  y'') ' 


i+yV-  — «'2/- 

;;2  4-^2  = 
,     .(l+y2y^)^  +  (y2+/2)2__2i^(y2+y'2)(l+y2y2)+S(£2_l;y2y'2 


^y>  J  q 


^2(«4_l)2(3/2_y'2)(l_y2y'2; 


|l+y2y'2_«2(y2  +  y'2j2 

durch  deren  Hülfe  aber  entstehen  die  GH. 


z/yy   i-2E,y^+y'~^ Jy'  y    X-lE^y"^ 


y" 


(80.)  <; 


•\y'-  +  y'     -^y 
]/(2TF+TTy 

y_ 

•/(^  -  ^)_ 
y(2  F- 11) 


Öjl< 


ö^y    |/1—  2is'iy2  4-y4         ^y^  -|/  l_2^-,/2_|,yM 

^^  ^^  2  — 2is2.y2  +  y4-^^2/'  ^^   1— 2i:;2y'2  +  y'^ 


\v 


Die   Variabein   ?/   und    y'    werden    durch  p   und   q  folgender- 
maassen  ausgedrückt.     Aus  den  GH.    [79.)  kommt 


2/^ 

;'« 

1 

0//.V' 

r  ^  1 

JS 

1 

1 

-r  , 

r-pq-- 

und  hier 

aus 

1  4-  a^pq 


(l-«')(H-y2y'2) 


iV 


(^2_c,2)y  +  y'2 
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p  +  q        —  ^ßyy'  p  +  q    _  —  2ayy' 


1  +  a'-pq     i  +  yv'' '       1  +  ß'pq     y"  +  y'-  ' 

wodurch 

(1  +ap\{\  -\rctq)  ^  / 1  —yt/V-  ^    . 
[Y—ap),i—aq)       U  +  y//7         ^^  ' 

[\+(ip]{\  +ßq)^ly-y'V^ 
\^  -i-^p)}  —  ßq)     \y^y'l 

Zieht  man  die  Wurzeln,  so  findet  man 

i  +  Vf'      y     i-v7' 

[307]  woraus 

Hieraus  leuchtet  ein,  dass  die  Gleichung,  deren  Wurzeln  y 
und  tj  sind,  bis  zum  achten  Grad  aufsteigt.  Dies  aber  zeigt 
schon  an  und  für  sich  zur  Genüge  an,  dass  man  gewisse 
Functionen  jener  als  neue  Variable  einführen  muss,  Func- 
tionen, die  nur  von  einer  Gleichung  zweiten  Grades  abhängen. 
Auch  die  Gll.  (80.)  geben  uns  eine  solche  Substitution  au  die 

Hand,   da   sie   sich  ja   durch  Einführung    von   iß  -\ — :^^=  x  . 

y"^  -\ — 77,  =  x'  bedeutend  vereinfachen.  Dasselbe  ergeben 
die  Gll.  (81.),  denn  man  findet 


^+ß     i - y[fg]  '      1  +  y'-' 1  +  y[fg]  ' 

deren  Quadrate  nur  die  eine  Wurzel  ^ifg)   enthalten: 

/izz^yjV-^  1-^9  +  ''-  Vifg) 

V  +  y"')  i+fg  +  -2y[fg) 

Führt   man    demnach  die  Yariabeln  x  und  x'  durch  die  Sub- 
stitutionen 
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(82.)      ..=(^r,  -'=(^<.;) 


'2\2 


ein  und  zieht  die  Wertlie  von  f  und  g  herbei,  so  findet  man 
folgende  Formeln: 


X  = 


(83.) 


und  wegen 


■E  1  +  pH'']  —  (;^^  +  g^)  +  .^y^  ^g 
(is^+l]il+^j)-^ 

,  _  ^f  1  +  jp2^2)  _  (  ^/i  ^  g2)  _  Jp  Jq 


^y    2Kc2(.-i.i,  ^-^,T^|/(._|±|,)' 


die  Differentialgleichungen: 
hx 


|/(1  — ^2^;) 


YxYil—  x) ]/( 1  — ^Tnrr)     "{/(l  —  w,  ic) 

ö.r'  ]/(!  — ^:?) 


+ 


Yx'  V(l  —  :c'j  ]/( 1  —  mx')     ]/( 1  —  7Wi  a;') 


(84.)^ 


=  2YW+b7)  |/(i-^)(i-:A) öu 


ö:r 


(l+-F)(i--2; 

|/(l  —  /»i  x] 


YxY{^—x)Y{'^—mx)    ]/(l— ma^r) 


+ 


Va:'  "|/(  1  —  .r')  y ( 1  —  m x)    }/ ( 1  —  Wj a:') 


wenn  man  nämlich  setzt 
E-\-  1 


m  = 


^^      '  y  (i'-— i)(i— i'i)   ' 

i",  +  1      EC—F^D 


(85. 


j&'— 1 


j     "'I  — 


i?i  —  1       C  +  1  •  ii'  —  1  ' 


??^2  = 


1,2+  1  _  EC—F+D 
E-i~^l~~  C—  l-E—i 


[308]  Ausser    den    Gll.    (83.),    die    den    Zusammenhang 
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zwisclieu   den   ursprünglichen   Variabein  p^  q   und  den  abge- 
leiteten .r,  x    ausdrücken,  seien  noch  folgende  angemerkt: 


vj+v'.'=  "^    y:i-,vv){i-<^v) 


]/l;+i  1+7^7 


\/x-V^=     ^^'^         ]/(l_aV^)(l-a^5?2j 


VE+i  ^+P9. 


y  1— :r-f  |/l 


y-2      y(i  + «;/;  (i  +  «^)  (i  +  /^)(n-  ßq) 


}r\—~x  —  y  1  '-^^ 

1/2"        ]/(l  — a/j)(l— aj)(l-/ii?)(l-/i/^T 


]/^+T  1  +i^? 


}/  l  —  mx  +  ]/  1  —  ?wa;' 

y2         y_(l_a^)(l +«?)(! +/i?/>)(l-/:^^ 


(86.)  {      ITE— 1  1+7^? 

]/  1  —  mrc  —  "[/  1  —  ma;' 

yT        V— (14- »/^)(l  —  c<g)  (1-/^7^)  (l+Zi^gT 


yw^i  ^+p2 


y  x{\—x){\—mx)   +]/  .r'^1— ;c')  (1  —mx) 

■^    ^(£+l)]/(l-^)(l+pj)3      ^' 


_  o  -./^      p^  —  q  —  Ep{l—pq^ 


[E+\)y[\  —  E){\+pq\^ 


Jq, 


1  /  1  ^^^  ^  _,     1/  1 ^^^2  ''^' 

'     l  —  m,  .r        ''    1  —  W2,  a:' 


''-   y    [F^\){E^-\)       cp     ' 
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"i/l — m-ix  Tj/l — m^x' 

'      1  W2,  X  '^     \  —  »?,  x' 

vi-m^x  yr- 

^    \—m.^x  ^    1 


1  —  m,  X   .    1/1  —  ?/},  X 
(86.)-, 


1 

?>/o  X 


|/_l_-m^:_T/;i_ 
^     1  —  m.,  X        ^    1 


W?l  X 

■m^x 


ym 


/(/;  — /.,)(is'2— 1)    ^_^ 


Die   Integrationsgrenzen. 

Nachdem  wir  das  Problem  der  vierfach  periodischen  Func- 
tionen auf  die  Integration  einer  Quadratwurzel  aus  einer 
algebraischen  Grösse  fünften  Grades  reducirt  haben,  verlangt 
eine  vollständige  Abrundung  die  Betrachtung  der  Grenzen. 

Zu  diesem  Ende  beachte  ich  erstens,    dass  bei  Aenderung 

von  ti  in  ti  -\-  A  -\-  B  oder  in  u  -f-  K  +  L^  die  Grössen  ^j 

S'     S'" 
und  q  (die  wir  den  Quotienten  — ^,  -—j  gleich  gesetzt  haben)  sich 

1  1 

entweder  vertauschen  oder  den  Reciproken    —    und   --    gleich 

P  9 

werden;  woraus  erhellt,  dass  bei  Aenderung   von  ii  in  [309] 

■ii  -]-  A  -\~  JB  -}-  A'4-  L  sich  p  in  — ,  und  g  in  —  verwan- 

delt.  Hieraus  folgt,  dass  die  Variabelu  x  und  .r',  die  durch 
die  GH.  (S;^.)  ausgedrückt  sind,  bei  jenen  Aenderungen  ent- 
weder ungeändert  bleiben,  oder  sich  gegenseitig  vertauschen. 
Das  zweite  ist,  dass,  wenn  man  dem  Argumente  u  die  Peri- 
odenhälften 2A,  2B,  2[A -\- B]  etc.  hinzufügt,  die  Grössen 
p  und  q  sich  entweder  nicht  ändern  oder  die  entgegengesetzten 
Werthe  — p,  — q  annehmen,  was  aus  Tabelle  (7.)  erkannt 
wird.  Da  mit  x  und  x  keinerlei  Veränderung  vorgeht,  so 
folgt  aus  dem  Obigen  im  Allgemeinen,  dass  die  Variabein  x 
und  x'  bei  Aenderuntr  von  u  in 
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u  +  n^  [A  +  B)  +  n.y  {A  —  B)  -{-  n.  K+  L)  +  w,,  ( A'—  L)  , 

entweder  in  sich  selbst  übergeben,  oder  sieb  wechselseitig  ver- 
tauschen, wenn  dabei  die  Buchstaben  ??i ,  ?i2,  %,  ^i  ganze 
Zahlen  bezeichnen.  Wenn  dalier  dem  Argumente  ti  der  Reihe 
nach  die  Werthe  A,  B,  if,  L  etc.  beigelegt  werden,  so  führen 
immer  vier  auf  dieselben  Werthe  von  x  und  x',  so  dass  man 
sie  in  vier  Klassen  eintheilen  kann,  deren  erste  die  Werthe 
0,  A  +  B,  K -{-  B,  A  ->r  B  -}-  K -\-  L,  umfasst;  die  zweite 
die  Periodenviertel  A,  B,  A  -{-  K  -\-  L,  B  -{-  K  -\-  L;  die 
dritte  die  Viertel  /f,  L,  A  -\-  B- ^  K,  A  -^  B  -}-  L;  die  vierte 
die  Viertel  A  +  A',  B  +  K,  A  -{-  L,  B  +  L.  Und  im 
Allgemeinen:  bezeichnet  man  den  vielfachen  Werth  nx{A  -\-  B) 
-\-  n^iA  —  B)  +  n.^[K  -{-  L)  +  n_^{K  —  L)  der  Kürze  hal- 
ber mit  H,  so  kann  jede  Summe  beliebig  vieler  Viertel  auf 
eine  der  Formen  J/,  A -\- H^  IC -\- H,  A -\- K -\- H  zu- 
zückgeführt  werden;  jede  einzelne  Form  führt  zu  denselben 
Werthen  von  .r,  .r'. 

Die  Bestimmung  der  Werthe  von  x  und  .r',  die  zu  den 
einzelnen  Klassen  gehören,  geschieht  sehr  bequem  mit  Hülfe 
der  Tabelle  (S.).     Man  findet  nämlich 

1)  für  u  =  0,  /;  =  0,  (/  =  0; 

r"' 

2]  für  ti  =  A,  p  =  -^,  (/  =  ^^  ; 

i'j  Cr 

3]  für  u  =  A',  yj  =  0,  ^  =  oo; 

-1)  für   u  =  A  -{-  A",  2>   unbestimmt,    (j  =  —^, ,  woraus 
Jq^  0; 

setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (83.)  ein  und 
bedenkt  die  Formeln  (25.) — (28.),  (57.)  und  (85.),  so  gelangt 
man  zu  folgenden  Werthen: 

1 )  für  ti  =  H.  X  =  \,  x'  =  —  : 

m 

2)  für  u  =  A  -\-  H,  X  =  — - ,  x  =  —  ; 

3)  für  u  =  K  ^  II,  X  =  0,  x'  =  oo; 

4)  für  u  =  A  -\~  K -}-  H,  x  =x'  beliebig; 

irgend  zwei  von  diesen  kann  man  als  entsprechende  Grenzen 
der  Integration  auswählen. 

[310  i   Nehmen  wir  daher  beispielsweise  die  Werthe  w  =  0, 
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1 
a;  =  1 ,  a:'  =  —    als    untere    Grenzen.      Da    nun,   wie  oben 
m 

bemerkt,    die   Differentiale  öo',  ö/",  und   ebenso  auch  ö«,   'bv 

die  Form  ^öm  +  g'^u',  h'bu  +  //öm'  haben,  so  kommt: 

/''      (1 — w?., .rlö.^'         /»    (1 — m^x')hx'  ,    , 


-  m 


/(l  —  w,  .r)öa;   ,      /*    (1  — m\x')}ix'        ,       ,    7,    , 
Vx  J  Vx' 


(87.)  < 


wobei  gesetzt  ist 

X  =  x{l  —  x)  (1  —  77ix)  (1  —  niix)  (1  —  m2x)  , 

X'  =  .t'  (1  —  x')  (1  —  ma:')  (1  —  w?i  .r'j  (1  —  »«2^')  5 

so  dass  die  Variabein  Xj  x' .  mithin  auch  />  und  q,  ganz  und 
gar  bestimmt  sind. 

Bevor  wir  nun  weiter  gehen,  scheint  es  nicht  unange- 
bracht zu  sein,  einem  Einwurfe  zu  begegnen,  der  aus  der 
Anwendung  der  zur  vierten  Klasse  gehörigen  Grenzen  ent- 
stehen kann.  Nimmt  man  nämlich  u  =  A  -]-  K  als  untere 
Grenze  und  bezeichnet  mit  f  eine  willkürliche  Grösse,  so 
findet  man  die  Gleichungen 

/(l — m2x)'bx         p  (1 — mix')hx' 
"    yl      '  J      yT 


(88.). 


=  (/  in  ^  A  —  K)  -\-  g  [u'  —  A'  —  K 
i  —  mxx)'bx  f  [i  —  w?i  x' .  bx' 


/(  1  7)1]  xjdx  p 

'     y"!        J 


yx        J      yx' 

=  /i{u  —  A  —  K]  +  //  [u'  —  A'  —  K'   , 

die  thatsächlich  wegen  der  Willkürlichkeit  der  Grenze  etwas 
Absurdes  zu  haben  scheinen.  P]s  ist  aber  zu  beachten,  dass  für 
u  =^  A  -\-  K  zwar  .r  =  x'  wird,  nicht  jedoch  ]/X  =  y X\ 
sondern  vielmehr  ]/X  =  —  ]/X'.  Denn  aus  den  GH.  (86.) 
folgt  wegen  z/^  =  0  erstens: 

y  x[\—x)  [i—mx)  —  y  x'[\—x')  {\—mx')  =  0 , 
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P' 

sodanu  wegen  s  =  ^  =  0 


^     l  W?2  .r  '      1  Wo  x' 

woraus  yX^=^  —  Y  X' .     Hieraus  erhält  man  oft'eubar 


l  Wo  X)  i)X  /•  1  l  Wo  x')  ^x' 


=  0; 


addirt  man  diese  Gleichung  zu  den  GH.  (SS),  so  ist  es  ganz 
klar  zu  sehen,  dass  die  Summe  der  beiden  Integrale  sich 
nicht  im  geringsten  ändert,  wenn  man /in  </ umändert.  Diese 
Ueberlegung  aber  bietet  die  Lösung  des  Paradoxons  dar. 

[311j      Lösung  des  Umkehrproblems  der  Aberschen 
Transcendenten. 

Wir  kommen  nun  zum  Umkehrproblem,  wie  es  gewöhnlich 
aufgestellt  zu  werden  pflegt:  Gegeben  sind  die  Differential- 
gleichungen 

J      Yy     ~^J      Y~y'      ~    ' 

r{cc'-i-ß'y)bi/        ra+ß'y'W 

wo  Yund  y  ganze  Ausdrücke  fünften  oder  sechsten  Grades 
in  den  Variabein  y  und  y  bezeichnen;  gesucht  sind  die 
Grössen  y  und  y'.  Die  Lösung  dieses  Problems  ist  aus  dem 
Vorhergehenden  leicht  abzuleiten. 

Man  führe  nämlich  zunächst  die  Differentiale  mit  Hülfe 
einer  geeigneten  Substitution  auf  die  Form  87.1  zurück,  was 
als  elementar  hier  nicht  ausführlicher  verfolgt  werden  soll, 
und  setze 

I  7= —  öa:  -f  /  ,^       ö.r   =^  gu-\-  g  u 

J     Vx  I     Vx'  y    ^^     ' 


Yx         J    yx' 

/l  —  m,x^  /'l  —  w,  x' 


hx'  =  hu  -r-  h'u' 


Yx         J    yX' 

Hätte  man  aus  diesen  Gleichungen   die  Constanten  g,  /i,  g'^  h' 

Ostwald's  Klassiker.   67.  4 
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und  die  Viertel   Ji",    i,  7f',  L\  A,  B,  A',  B'  gefunden,  so< 
wäre  die  ganze  Sache  durchgeführt. 

Sei  zu  diesem  Zwecke   die   Integration  zwischen  den  vom 
vorigen  Kapitel   gelieferten  Grenzen  ausgeführt  und  gefunden 

yx        J     yx' 

0-1  ^  •  1 


ö.r 


J     Vx  J 


0—1 


yx        J  ^  yx' 


=  :7^7r+  I/JC)  +  [JiH  +  h'H'] 
r    \—m.iX  /'      1 — m^x\    , 

J     yx        j      -y^' 


=={gA^g'A')  +  'gH-\-g'H'), 


ox 


yx        J      ]/x' 

»Ml  ;/(;        »« 

=  {hA  +  //^')  +  (Äiy+  Ä'i?') , 

woraus  erhellt,  dass  unsere  Integrale  vielfache  Werthe  haben, 
die  wir  durch  II  bezeichneten  (was  für  einen  Specialfall  be- 
reits bekannt  war  *)).  Diese  Werthe  also  nehmen  wir  als 
aus  der  Integralrechnung  bekannt  an  und  haben  damit  durch 
Vergleichung  die  Werthe  der  Ausdrücke  gK  -\-  g' K\  [312] 
hK -\~  li  K\  gA  +  g' Ä ^  hA-\-h' A ^  sowie  auch  der  übrigen, 
aus  denen  sich  gH -\-  g' H'  und  hH  -j-  h' H'  zusammensetzen, 
nämlich  gL  +  g'  L\  hL  +  h' L\  gB  +  g' B' ,  kB  +  li  B' , 
gefunden.  Da  aber  wegen  AK'  —  ÄK  =  BH  —  B' L 
(cf.  Gl.   (G.))  die  Identität  besteht 

[gA  +  g'A!)  [hK  +  h' K')  —  [hA  +  h'A')  [gK+g'K') 
=  {gB  +  g'B')  [hL  +  h' L']  -  [hB  +  //i>")  [gL  +  g' L')  , 
so  folgt  irgend   einer   der  Ausdrücke   aus    den   sieben  andern 
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"von  selbst;  daher  bleiben  zur  Bestimmung  der  zwölf  Grössen 
^,  Ä,  g\  h\  A,  B,  K,  L,  etc.  nur  sieben  Gleichungen  übrig, 
zu  denen  noch  jene  zwei  aus  den  Gll.  (6.)  abgeleiteten  AK' 
=  EL'  und  A' K  =  B' L  hinzutreten.  Drei  mithin  von 
jenen  Grössen  bleiben  unbestimmt,  was  merkwürdig  scheinen 
könnte,  wenn  nicht  aus  der  folgenden  Betrachtung  erhellte, 
dass  jene  überhaupt  willkürlich  sind. 

Denn  da  wir  von  Ausdrücken  der  Form 

g,„2+,'(('-.>   p"f  __   j^'gf(i(+2aA'4-26i)-+i'((t'+2aA"'+2bX')2 

ausgegangen  sind,  die  sechs  Constante  enthalten,  zeigt  man 
leicht,  dass  drei  von  ihnen  bei  festgehaltenem  Werthe  von 
P"  beliebig  angenommen  werden  können.     Es  wird  nämlich: 

P"'  = 

5e4a(»AM+v'Ä'M')+4b()-ie(+>-'i'«')+4a2()Ä2+)'A''2)+Sa6frA:i+j'jri')+4t)2()i'''+)'I.'") 

weshalb  nach  Auswahl  von  sechs  anderen  Constanten  rj,  K^, 
Li,  ?''i,  K'i,  L\   unter  den  Bedingungen 

r,K(^  +  r\K'C-      =  rl^-  +  r'K"^- , 
r,7riZi  +  r\K\L\  =  rKL  +  r' K' L' , 

riW-^-r\L'C-       =    rU  +r'L\ 

und  ausserdem  nach  Einführung  der  Variabein  u^  und  u\ 
durch  die  Gleichungen 

i\KiUi  -\~  r\K\u\  =  rKu  +  r'K'u' , 
i\LiUi  +  r\L\i(x    =  rLu  +  r'L'it'  , 

der  Ausdruck  P'"  in  sich  selbst  übergeht.  Wenn  aber 
zwischen  sechs  Grössen  rj,  Jii,  ij,  r\,  K\,  L\  nur  drei 
Gleichungen  bestehen,  so  sind  drei  willkürlich. 

Nachdem  man  nun  die  Viertel  A,  B,  K,  etc.  gehörig  be- 
stimmt hat,  mögen  die  Grössen  P,  P',  P"  etc.,  wie  es  in 
den  Gll.  (4.)  vorgeschrieben  ist,  gebildet  werden;  dann  aber 
geben  die  Gleichungen  (83.)  die  vollständige  Lösung  des 
Problems. 


[313]  Notiz  über  A.  Göpel.') 

Herr  Adolph  Göjyel^  Doctor  der  Philosophie  und  einer 
der  Beamten  der  hiesi|?eu  Königlichen  Bibliothek,  ist  wenige 
Wochen,  nachdem  er  im  März  d.  J.  die  wichtige  Abhandlung 
^^Theoriae  transcendent'nim  AheJianarum  ^jrmz  ordinis 
adumhraiio  /eüw"  zum  Druck  tibergeben,  einer  kurzen  aber 
schmerzlichen  Krankheit  erlegen.  In  den  Stunden,  welche  ihm 
sein  Amt  frei  Hess,  widmete  er  sich  tiefen  mathematischen 
Speculationen.  Die  einzige  Erholung  von  diesen  fand  er  in 
der  Musik,  in  welcher  er  es  bis  zu  einer  bedeutenden  Fertig- 
keit gebracht  hatte.  In  stiller  Zurückgezogenheit  scheint  er 
selbst  den  Umgang  mit  den  Gelehrten  seines  Faches  vermie- 
den zu  haben,  die  erst  nach  seinem  Tode  erfuhren,  welch 
ein  bedeutendes  Talent  unter  ihnen  gelebt  hatte.  Ich  habe 
ihn  nie  gesehen. 

Seine  Jugenderlebnisse  erzählt  Göpel  selbst  in  dem  seiner 
Doctoraldissertation  angehäugten  Curriculum  Vitae.  Sein  Vater, 
aus  Sachsen  gebürtig,  war  Musiklelirer  in  Rostock,  wo  er  im 
September  1812  geboren  wnrde.  Ein  mütterlicher  Oheim,  der 
englischer  Consul  in  Corsika  war,  nahm  ihn  in  seiuem  zehnten 
Jahre  mit  sich  nach  Italien.  Dort  während  eines  wechselnden 
Aufenthaltes  in  mehreren  Städten  machte  es  sich  dieser  Oheim 
zum  angelegentlichen  Geschäft,  seinen  jungen  Verwandten  iu 
den  Anfangsgründen  der  ^Yissenschaften  selbst  zu  unterrichten. 
Einen  längeren  Aufenthalt  in  Pisa  während  der  beiden  Winter 
von  1825  und  1826  benutzte  der  junge  Göpel,  wm  an  der 
dortigen  Universität  den  Vorlesungen  der  Professoren  Pierac- 
cioli,  Foletti,  Gerbt  und  Gattenchi  über  Algebra  und  Diffe- 
rentialrechnung, Statik  und  analytische  Mechanik,  theoretische 
und  Experimentalphysik  beizuwohnen.  Im  Jahre  1827  kehrte 
er  nach  seiner  Vaterstadt  Rostock  zurück,  und  besuchte  hier- 
auf noch  zwei  Jahre  die  erste  Classe  des  dortigen  Gymnasiums, 
von  wo  er  die  Berliner  Universität  bezog.  Er  ergriff  mit 
Eifer  die  ihm  hier  gebotene  Gelegenheit  einer  mannigfachen 
Ausbildung,  und  hörte  ausser  mathematischen,  physikalischen 
und  chemischen  auch  noch  philosophische,  philologische,  hi- 
storische und  ästhetische  Vorlesungen.  Tiefern  mathematischen 
Studien  wandte  er  sich  erst  nach  Becndiguug  seiner  Univer- 
sitätszeit zu,  und  wurde,  wie  viele  von  denen,  welche  zu  rein 
mathematischen  Speculationen  berufen  sind,  zunächst  von  der 
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höhern  Zahleulehre  [314]  angezogen.  In  seiner  zur  Erwer- 
bung des  Doctorgrades  an  der  Berliner  Universität  im  März 
1835  vertheidigten  Dissertation  „Z)e  aequationihus  secundi 
gradus  indeterminatis'-'- ^  welche  etwa  1-|  Bogen  umfasst,  legte 
er  eine  Probe  dieser  arithmetischen  Studien  ab,  welche  von 
grossem  Scharfsinn  zeugte  und  seine  Fähigkeit  zu  tiefen  For- 
schungen bekundete.  Da  diese  merkwürdige  Dissertation 
nicht  in  den  Handelsverkehr  gekommen  ist,  will  ich  hier 
einige  der  hauptsächlichsten  darin  enthaltenen  Resultate  mit- 
theilen. 

Wenn  man  die  Quadratwurzel  einer  Primzahl  A  von  der 
Form  \n  -\-  1  in  einen  Kettenbruch  verwandelt,  so  enthält, 
wie  bekannt,  die  symmetrische  Periode  der  Nenner  zwei 
gleiche  mittlere  Terme.  Sind  die  diesen  entsprechenden  voll- 
ständigen Quotienten 


Z>       '  77       ' 

so  hat  Legendre  gezeigt,  dass 

I)  =  D',     A  =  I'r  +  DD, 

und  dass  man  daher  auf  diese  Weise  durch  die  Verwandlung 
der  Quadratwurzel  der  Primzahl  A  in  einen  Kettenbruch  ihre 
Zerfällung  in  zwei  Quadrate  erhält.  Dieses  schöne  Resultat 
war  bisher  einzig  in  seiner  Art  geblieben.  Durch  tiefer  ein- 
gehende Betrachtungen  zeigt  nun  hier  Göpel,  wie  man  auch, 
wenn  A  eine  Primzahl  von  der  Form  4^  +  3  oder  ihr  Dop- 
peltes ist,  die  Zerfällung  von  A  in  die  Form  q^-  ~-  ip-  durch 
die  Entwicklung  von  ]/^  in  einen  Kettenbruch  findet.  Ist 
nämlich  A  eme  Primzahl  von  de?'  Form  8n  -\-  3  oder  ihr 
Doppelfes,  so  kom.mt  man  hei  der  EntioicJclung  von  |/^ 
in  einen  Kettenhruch  immer  auf  drei  auf  einander  folgende 
vollständige  Quotienten 

ifi  welchen  D  entweder  =  ^D^  oder  \D'  oder  ^[D'^  -\-  D'] 
ist,  und  es  xoird  in  den  beiden  ersten  Fällen 

^  =  J2  4-  2Z>2, 
im  dritten 
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A  =  |(/—  /')2  +  2Z»2  ^  J^(D'^  —  ir)2  +  2i)2  , 

wo  I — /'  iinmer  durch  2,  D^  —  D'  durch  4  aufgeht. 
Wenn  dagegen  A  eine  Primzahl  von  der  Form  8w  +  7 
oder  ihr  Doppeltes  ist,  so  wird  man  bei  der  Verwandlung 
von  '^~A  in  einen  Kettenhruch  immer  auf  zwei  aufeinander 
folgende  vollständige  Quotienten 

YA-h p    Va+i 

D^        '         D 

[315]  kommen,  für  tcelche 

ist,  und  diese  ergehen 

A=  ir-  —  \{D  —  D'f-, 

tvo  D  —  D^  immer  gerade  ist. 

Ich  habe  mit  Hülfe  der  Z)eyey^"schen  Tafel  die  folgende 
Tabelle  angefertigt,  welche  anzeigt,  für  welche  Primzahlen 
von  der  Form  Sw  +  3  oder  Doppelte  von  solchen  die  drei 
von   Göpel  unterschiedenen  Fälle. 

eintreten. 

n  =  |Z>0:  3.  6.  11.  22.  Sä.  43.  59.  S3.  131.  139.  179.  211. 
214.  227.  262.  278.  283.  326.  379.  419.  443. 
467.  491.  502.  547.  619.  659.  683.  694.  739. 
787.   Sil.   827.   838.   971.   998. 

D  =  ^D':  67.  86.  118.  307.  331.  358.  422.  523.  563. 
566.   571.   614.   643.   662.  691.   859.  934.  947. 

7>  =  J  (i>o  ^_  X>'; :   19.    107.   134.   163.   166.251.347.454. 
499.   587.   758.   883.   886.   907.  982. 

Es  ist  hierbei  zu  bemerken,  dass  wenigstens  in  den  hier 
betrachteten  Zahlen  unter  1000  der  erste  Fall  bedeutend 
überwiegt,  indem  unter  den  69  Zahlen  36  dem  ersten,  18 
dem  zweiten.  15  dem  dritten  Falle  angehören.  Für  die  Prim- 
zahlen von  der  Form  8w  +  7  und  ihre  Doppelten  sind  in 
ähnlicher  Art  die  Fälle  zu  unterscheiden,  in  welchen  D°  ^  U 
oder  JJ  >  7J0. 

Nach  dieser  ersten  Arbeit  hat  Göpel  in  einem  Zeiträume 
von    12   Jahren    nichts    veröffentlicht,    ausser   in   den    Jahren 
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1843 — 45  mehrere  kleine,  mit  Geist  verfasste,  wenn  gleich 
weniger  bedeutende  Aufsätze,  welche  er  bei  Gelegenheit  der 
Correctur  einer  in  Greifswalde  von  Grunert  herausgegebenen 
mathematischen   Zeitschrift  niederschrieb.      In  einer  derselben 

(X  -U  l/^\" 
^ ^— ^1     =  P 

-}-"|/Q  ,  wo  X,  «/,  /-?,  «,  P,  Q  ganze  Zahlen  bedeuten,  der 
Nenner  p  von  1  verschieden  ist^  und  x,  ?/,  p  keinen  ge- 
meinschaftlichen Theiler  haben,  immer  p  ^  1,  ?^  =  3  oder 
ein  Vielfaches  von  3,  x  ungerade  und  y  von  der  Form 
8??  +  5  sein  muss.  Mit  der  Handhabung  der  synthetischen 
Methoden  Steiner's  zeigt  er  sich  in  mehreren  dieser  Aufsätze 
vollkommen  vertraut.  Es  ist  zu  vermuthen,  dass  sich  noch 
andere  grössere  unpublicirte  mehr  oder  minder  ausgearbeitete 
Abhandlungen  in  seinem  Nachlass  finden  werden.  Die  von 
ihm  kurz  vor  seinem  Tode  beendigte  oben  [316]  angeführte 
Abhandlung  beliandelt  einen  hohen  und  abstracten  Theil  der 
Analysis,  und  giebt  die  Lösung  eines  der  bedeutendsten 
Probleme,  welches  sich  die  gegenwärtige  Mathematik  gestellt 
hat,  die  umgekehrten  Functionen  der  ersten  Classe  der  Abel- 
schen  Integrale  wirklich  darzustellen.  Durch  eine  glück- 
liche Divination  verallgemeinert  er  auf  nati;rgemässe  Art  die 
einfachen  Reihen  6,  auf  welche  ich  die  elliptischen  Functionen 
zurückgeführt  habe,  und  findet,  dass  diese  verallgemeinerten 
Reihen  die  Coefficienten  der  quadratischen  Gleichung  geben, 
deren  beide  Wurzeln  in  meiner  Theorie  der  hyperelliptischen 
Functionen  die  simultanen  Umkehrungsfunctionen  zweier  In- 
tegralsummen sind.  Das  einfache  Mittel,  dessen  er  sich  hiezu 
bedient,  ist  die  Mnltiplication  zweier  von  den  verallgemeinerten 
Reihen,  wie  ich  ein  ähnliches  Verfahren  für  die  Functionen  6 
selbst  im  3.  Bande  des  mathematischen  Journals  S.  305  an- 
gegeben habe.  Meisterhaft  ist  die  Art,  wie  er  die  Dilferential- 
gleichungen,  welche  er  findet,  ungeschreckt  von  ihrer  Com- 
plication,  durch  eine  passende  Substitution  in  die  verlangte 
Form  der  von  mir  aufgestellten  Systeme  der  hyperelliptischen 
DiflPerentialgleichungen  bringt,  und  hierdurch  das  gestellte 
Problem  vollständig  erledigt.  Aber  Göpel  war  nicht  der 
einzige,  welcher  sich  mit  Glück  mit  diesem  schönen  Probleme 
beschäftigt  hat.  Eine  andere,  umfangreichere  Arbeit,  welche, 
wie  ich  glaube,  seit  dem  October  v.  J.  einer  berühmten  Aca- 
demie   vorliegt,   und  deren  wesentlicher  Inhalt  mir  von  ihrem 
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Verfasser  und  von  mir  auch  einigen  geehrten  Freunden  seit 
3  Jahren  bereits  mitgetheilt  worden  ist,  geht  von  derselben 
glücklichen  Divination  aus,  und  führt,  wenn  auch  auf  ver- 
schiednem,  vielleicht  leichterm  Wege  zu  denselben  Resultaten. 

Ich  bemerke  noch,  dass  die  von  Göpel  augestellten  Be- 
trachtungen über  die  zweiten  Differentiale  seiner  Functionen, 
welche  für  den  jetzigen  Zweck  der  Abhandlung  überflüssig 
sind,  so  wie  seine  ausdrücklichen  Worte  S.  297  ,,quas  ad 
secundam  speciem  nostrarum  functionum  facere  infra  videbis" 
und  S.  298  „Quam  infra  ad  tertiam  speciem  functionum 
quadrupliciter  periodicarum  pertinere  videbis"  auf  weitere 
noch  in  der  Abhandlung  selbst  auszuführende  Untersuchungen 
deuten ,  die  man  aber  in  derselben  mit  Bedauern  vermisst. 
Vielleicht  finden  sich  dieselben  in  des  Autors  Papieren,  die 
vielleicht  auch  das  gewagt  scheinende  Wort  rechtfertigen, 
dass  eine  ähnliche  Methode  sich  auf  alle  Transcendenten  er- 
strecke, welche  aus  der  Integration  algebraischer  Grössen 
entstehen.  Auch  dürfte  schon  nicht  so  ganz  unbedenklich, 
wie  der  Verfasser  meint,  die  Ausdehnung  auf  die  Integrale 
erscheinen,  in  denen  die  unter  dem  Quadratwurzelzeichen  be- 
findliche Function  den  sechsten  Grad  übersteigt,  da  bei  ihnen 
[317]  die  Anzahl  der  in  den  Reihen  enthaltenen  Constanten 
nicht  mehr,  wie  bei  den  elliptischen  und  den  ^Z»e/scheu  In- 
tegralen der  ersten  Classe,  mit  der  Anzahl  der  Moduln  über- 
einstimmt. 

Wenn  auch  nicht  in  der  ersten  Jugendblüthe,  wie  Galois 
und  Ahel^  so  hat  doch  auch  hier  viel  zu  früh  und  mitten  in 
der  Arbeit  der  Tod  ein  bedeutendes  Talent  hinweggerafft. 
Freuen  wir  uns,  dass  uns  von  demselben  wenigstens  ein 
schönes  und  dauerndes  Denkmal  hinterblieben  ist.  Bei  der 
Gewohnheit  der  Deutschen,  ihre  Arbeiten  überreif  werden  zu 
lassen,  und  ihrer  Scheu,  mit  ihren  besten  Gedanken  hervor- 
zutreten, wären  wir  leicht  um  die  Früchte  der  Arbeit  Göpel'ä 
gekommen,  wenn  ihn  nicht  ein  von  Herrn  Ilermitc  an  mich 
gerichteter  Brief,  wie  in  der  Einleitung  der  Abhandlung  an- 
gedeutet ist,  zu  ihrer  Bekanntmachung  bewogen  hätte ;  oder 
es  hat  ein  dunkles  Vorgefühl,  das  uns  aus  den  Worten  ,,quum 
magis  quam  optabam  festinauduni  fuisset''  anspricht,  ihn  zur 
Eile  ermahnt. 

Berlin,  den  22.  September   1847. 

C.  G.  J.  Jacobi. 
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Der  Herausgeber  dieses  Journals  bemerkt  iiocL,  dass  der 
Herr  Dr.  Göpel  als  er  ihm  das  Manuscript  zu  der  nunmehr 
hier  gedruckten  Abhandlung  übergab,  dabei  auf  Befragen 
äusserte,  er  habe  nicht  die  Absiclit  gehabt,  an  der  Bewer- 
bung um  den  von  der  Pariser  Aeademie  ausgesetzten  Preis 
Theil  zu  nehmen;  es  genügte  ihm,  wie  er  hinzufügte,  die 
Freude,  welche  er  an  der  Beschäftigung  mit  der  Mathematik 
finde.  Dass  diese  letzte  Bemerkung  ernst  gemeint  war,  da- 
von ist  der  offenbarste  Beweis  der,  dass,  wie  es  die  vor- 
stehende Notiz  berichtet,  der  Herr  Dr.  Göpel^  in  den  12  Jahren 
seit  seiner  Doctor-Dissertation  bis  auf  die  gegenwärtige  Ab- 
handlung leider!  nur  Weniges  weiter  öffentlicli  bekannt  ge- 
macht hat,  und  dass  sogar  die  übrigen  Früchte  seiner 
Beschäftigung  mit  der  Mathematik  andern  hiesigen  Mathe- 
matikern unbekannt  geblieben  waren.  Als  daher  der  Heraus- 
geber dieses  Journals  dem  Herrn  Dr.  Göpel.,  indem  er  ihm 
den  besten  Dank  für  den  schönen  Beitrag  zum  Journale  sagte, 
bemerklich  machen  musste,  dass  er  wegen  der  grossen 
Menge  schon  vorliegender,  ebenfalls  wichtiger  Beiträge,  mit 
dem  besten  Willen  nicht  im  Stande  sei,  den  Druck  seiner 
Abhandlung  im  Journal  unverzücjlich  geschehen  zu  lassen, 
oder  ihn  auch  nur  in  dem  Maasse  zu  beschleunigen,  wie  er 
es  wohl  wünschte,  hatte  der  Herr  Dr.  Göpel  gegen  den  Auf- 
schub nichts  einzuwenden.  Der  Herausgeber  des  Journals 
war  nun  bemüht,  die  Abhandlung  so  schnell  als  möglich  in 
das  Journal  zu  bringen;  aber  so  eben,  als  darauf  bald  wirk- 
lich der  Raum  dazu  sich  ergab,  hörte  er  die  Nachricht  von 
dem  fast  plötzlichen  [318]  Dahinscheiden  des  Herrn  Verfassers. 
Wäre  es  auch  nur  entfernt  zu  ahnden  gewesen,  dass  dieses 
traurige  Ei-eigniss  so  nahe  bevorstehe,  so  würde  der  Heraus- 
geber alles  Andre  unbedingt  aufgeschoben  und  die  Abhandlung 
des  Herrn  Dr.  Göpel  sofort  zum  Druck  befördert  haben. 
Allein  dies  war  durchaus  nicht  der  Fall.  Herr  Göpel  stand 
noch  im  ersten  Mannesalter  und  schien  nichts  weniger  als 
kräuklich.  Dem  Herausgeber  ist  es  indessen  bei  dem  Allem 
wahrhaft  schmerzlich,  dass  er  nicht  dennoch  die  Abhandlung 
vor  allem  Anderen  drucken  Hess,  und  dass  es  nicht  noch  vor 
dem  Hinscheiden  des  Verfassers  geschehen  ist. 

Der  Herausgeber  hat  den  Herrn  Dr.  Göpel  nur  einmal, 
etwa  eine  Stunde  lang,  gesehen  und  gesprochen;  aber  er  wird 
sich  dessen  stets  mit  einer  wehmüthigen  Freude  erinnern; 
denn  er  fand  in  ihm  nicht  allein  einen  unverkennbar  wahren 
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Gelehrten,  sondern  aucli  eine,  durch  Bescheidenheit,  Offenheit, 
durch  die  feinste  Bildung  und  die  angenehmsten  geselligen 
Formen  liebenswürdige  Persönlichkeit,  in  einem  Maasse,  wie 
es  nur  selten  vorkommt.  Von  seinen  Mitarljeitern  in  der 
Bibliothek  ist  er  stets  hochgeachtet  und  geliebt  worden;  so 
wie  von  allen,  die  ihn  sonst  kannten.  Und  Gelehrter  war 
er  nicht  bloss  in  der  Mathematik,  von  einem  Kange,  wie  er 
sich  in  seinen  Abhandlungen  zu  erkennen  giebt,  sondern,  wie 
der  Herausgeber  gehört  hat,  auch  in  andern  Wissenschaften. 
In  der  Musik  war  sein  theoretisches  Wissen  und  seine  prak- 
tische Uebung,  wie  dem  Herausgeber  einer  seiner  Bekannten 
gesagt  hat,  der  den  Herrn  Göpel  lange  und  genau  kannte, 
und  der  ein  urtheilsberechtigter  Kenner  ist,  sehr  bedeutend. 
Der  Herr  Dr.  Göpel  war  daher  in  mehr  als  einem  Betracht 
ein  höchst  ausgezeichneter  Mann,  dessen  so  früher  Hintritt 
als  ein  wahrer  Verlust  für  die  Wissenschaft  und  die  Kunst 
zu  betrachten  sein  dürfte. 

Der  Herausgeber  hat  einige  Hoffnung,  noch  andre  fertige 
mathematische  Arbeiten  des  Herrn  Dr.  Göpel  für  das  Jour- 
nal aus  dessen  Nachlass  zu  erhalten,  und  er  wird  sich,  wenn 
diese  Hoffnung  erfüllt  werden  sollte,  beeilen,  diese  Arbeiten 
dem  mathematischen  Publikum  mitzutheilen.  Zur  Aufnahme 
der  Dissertation  in  das  Journal,  von  welcher  der  Herr  Prof. 
Jacohi  vorstehend  eine  so  schöne  Uebersicht  giebt,  hat  er 
schon  die  Erlaubuiss  erlang i,  und  es  wird  daher  diese  Disser- 
tation jedenfalls  und  sobald  als  möglich  in  dem  Journale  ge- 
druckt werden.  Auch  glaubt  er,  wegen  der  Ausgezeichnetheit 
des  Mannes,  nicht  zu  fehlen,  wenn  er,  wie  es  geschehen  soll, 
nach  den  noch  vorräthigen,  schon  gedruckten  und  vertheilten 
Fac-simile's,  einem  der  folgenden  Hefte  ein  Fac-simile  der 
Handschrift  des  Herrn   Göpel  beifügt. 

Berlin,  den  25.  September   1S47. 

A.  L.  Crelle. 


Aumerknugeu. 


1  Zu  S.  5.  Man  denke  sich  die  Glieder  dieser  unend- 
lichen Reihe  in  ein,  nach  allen  Seiten  ins  unendliche  wach- 
sendes Quadrat  geordnet,  dessen  Mitte  das  Glied  e'"'  +  ''"'"' 
einnimmt,  während  in  jeder  Zeile  der  Coefficient  von  jL,  L' 
und  jeder  Colonne  der  von  /r,  K'  constant  bleibt,  während 
der  andere  von  —  oo  bis  +  co  läuft.  Vorausgesetzt  ist 
immer  die  Convergenz  dieser  unendlichen  Doppelreihe,  deren 
Bedingung   Göpel  hier  nicht  näher  untersucht. 

2:  Zu  S.  6.  Man  vergleiche  die  Zusammenstellung  der 
verschiedenen  Bezeichnungen  in  der  letzten  Anmerkung  zu 
der  Abhandlung  von  llosenhai)i  über  die  ultra-elliptischen 
Functionen  (Bd.  65  dieser  Sammlung  .  Definirt  man  die  fun- 
damentale Theta-Function  durch 

rf{u,u')  =  «1,1  w-  -j-  la^-iuti  -\-  a^yiji-  , 

so  miiss  man,  um  P"' [u^u]  =-9-[v^v']   zu  erhalten 

,T/ai,i  =  4(rÄ'2  _|_//i:'2)' 

7r«ai,2  =  4  rKL  +  r' K' L'] 
Ttio'i^i  =  4  (rZ2  -{-  r  L'-) 

jiiv  =  2  [rKu  -\-  r  K  u] 

jiiv  =  2  rhu  A-  r' L'u') 

setzen. 

Darnach  lassen  sich  die  bei  Göpel  vorkommenden  For- 
meln aus  der  Theorie  der  Theta-Functionen  ableiten. 

3)  Zu  S.  15.  Das  hier  gewählte  Zeichen  %i  für  den  NuU- 
werth  von    TJ  ist  nicht  mit  dem  Argument  u  zu  verwechseln. 

4)  Zu  S.  21.  Die  hier  aufgezählten  Producte  P  L' . 
P"  Zi",  etc.,  zwischen  denen  eine  lineare  Relation  besteht, 
sind  solche,  die  bei  den  Aenderungen  der  Tabelle  (7)  die 
gleichen    Veränderungen    erfahren,     wie    PQ     (gleichändrige 
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Producte),  Dies  ist  der  genaue  Sinn  dieser  etwas  ungenau 
gefassten  Stelle. 

5)  Zu  S.  22.  Dies  ist  die  Göpe/'sche  Relation  vierter 
Ordnung-  zwischen  vier  Theta-Functiouen,  die  die  algebraische 
Abhängigkeit  zwischen  den  Verhältnissen  dieser  Functionen 
rein  darstellt.  Bei  üosenliain  kommt  diese  Eelation  nicht 
vor.  Auf  ihre  grosse  Bedeutung  hat  Hermite  hingewiesen 
in  der  Abhandlung  ,,Sur  la  theorie  de  la  transformation  des 
foactious  Abelieuues  (Comptes  rendus  der  Pariser  Akademie 
Bd.  XL   1855). 

Setzt  man  an  die  Stelle  der  vier  Functionen  P\  iS',  P",  S" 
homogene  Pnnktcoordinaten  im  Räume,  so  stellt  diese  Glei- 
chung die  Kummer'&ch.G  Fläche  vierten  Grades  dar.  Hierüber 
ist  die  Arbeit  von  Borchardt  zu  vergleichen:  ,,Ueber  die 
Darstellung  der  li-mnfner' &chen  Fläche  vierter  Ordnung  mit 
sechzehn  Knotenpunkten  durch  die  Göpel'sche  biquadratische 
Relation  zwisclien  vier  Theta-Fuuctionen  mit  zwei  Variablen 
(Journal  f.  Mathematik.  Bd.  S?>,    1S77). 

G)  Zu  *S'.  37.  lieber  diese  Betrachtungen  Gö2^eT%  und 
das  von  Jacohi  herrührende  Fragezeichen  ;!  ?  J.)  vergleiche 
man  die  Anmerkungen  zu  der  Jacobi&c\\QXi  Abhandlung  im 
64.  Hefte  dieser  Sammlung.  Wie  sich  Göpel  die  drei-  und 
vierfach  periodischen  Functionen  einer  Variablen  gedacht  hat, 
die  er  hier  annimmt,  ist  leider  aus  dem,  was  er  uns  hinter- 
lassen hat,  nicht  zu  entnehmen. 

7)  Zu  S.  52.  Der  Herausgeber  glaubt  dem  Leser  einen 
Dienst  zu  erweisen,  indem  er  die  interessanten  biographischen 
und  wissenschaftlichen  Notizen  über  Göpel  von  Jacohi  und 
Grelle  hier  mit  abdrucken  lässt. 

Die  am  Schlüsse  von  CreUe  ausgesprochene  Hoffnung  ist 
in  soweit  in  Erfüllung  gegangen,  als  noch  zwei  Abhandlungen 
von  Göpel  im  Journal  f.  Mathematik  erschienen  sind,  näm- 
lich ,,Ueber  Projectivität  der  Kegelschnitte  als  krummer  Ge- 
bilde" (Bd.  36,  1S4S)  und  die  Dissertation  ,,De  aequationibus 
secundi  gradus  indeterminatis"   (Bd.  45,   1853). 


Druck  von  Bieitkopf  iC  Härtel  in  Leipr.ig. 


Um  die  Anschaffung  der  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften 
Jedem  zu  ermöglichen  und  ihnen  weiteste  Verbreitung  zu  sichern, 
ist  der  Preis  für  den  Druckbogen  ä  16  Seiten  von  jetzt  an  auf 
Ji  — .25  festgesetzt  worden.  Textliche  Abbildungen  und  Tafeln  je- 
doch machen  eine  entsprechende  Preiserhöhung  erforderlich. 


Jr.      Göpel,  Adolf 
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